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Agnieszka Gdula 
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tn = O(yn) oraz yn = O(n) 
limn—soo ae =A 
moc zbioru A 


moc zbioru fk € NT: k < n} 
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Wstęp 


Prawa Wielkich Liczb jest to grupa twierdzeń w rachunku prawdopodobieństwa, 
które opisują związki podstawowych pojęć probabilistycznych z ich intuicyjnymi 
oszacowaniami występującymi w zastosowaniach praktycznych. Do takich pojęć 
należą np. prawdopodobieństwo i jego intuicyjny estymator - częstość względna 
(statystyczna defnicja prawdopodobieństwa Richarda von Misesa) oraz wartość 
oczekiwana i jej estymator - średnia arytmetyczna z próby. 


Matematykiem, który po raz pierwszy zasugerował Prawo Wielkich Liczb, 
był Gerolamo Cardano (1501-1576). Stwierdził on, że dokładność statystyki empi- 
rycznej ma tendencję do zwiększania się wraz z liczbą prób. Po raz pierwszy Prawo 
Wielkich Liczb dla binarnych zmiennych losowych udowodnił Jacob Bernoulli |7]. 
Nazwał ten wynik złotym twierdzeniem, ale powszechnie w tym czasie przyjęła się 
nazwa - twierdzenie Bernoulliego. Pierwszy nazwę Prawo Wielkich Liczb wpro- 
wadził S. D. Poisson. Wielu matematyków kontynuowało badania Bernouilliego 
i Poissona. W szczególności Chińczyn A. I. [31] w 1929 roku wykazał, że jeśli 
szereg składa się z niezależnych zmiennych losowych o identycznych rozkładach, 
to wystarczy, że istnieje wartość oczekiwana na to, aby Prawo Wielkich Liczb 
ze zbieżnością według prawdopodobieństwa było prawdziwe. Od tego czasu Prawa 
Wielkich Liczb rozdzieliły się na dwie formy: 


* Słabe Prawo Wielkich Liczb (SPWL), gdzie dowodzi się zbieżności wg. praw- 
dopodobieństwa znormalizowanych sum. 


* Mocne Prawo Wielkich Liczb (MPWL), gdzie dowodzi się zbieżności prawie 
pewnej znormalizowanych sum. 


Zbieżność słaba, według prawdopodobieństwa, prawie pewna i kompletna ciągu 
zmiennych losowych {X,, n > 1} do zmiennej losowej X oznaczają odpowiednio, 


Xn >X Ë Verao lim P[X, <2] = PIX <a, 
Xn +X ZS Wo lim P|X,-X|>e]=0, 
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X ER, = P| lim X, = X] =1, 
komp. def. z 
RX Seg So Pel eh ee: 


n=1 


W tej pracy zajmowaé sie bedziemy tylko Mocnym Prawem Wielkich Liczb, 
dlatego na początku przypomnijmy klasyczny wynik MPWL, tj. Twierdzenie Kol- 
mogorowa. 


Twierdzenie 1 (Kołmogorow [35]). Załóżmy, że 4X, Xn, n > 1} jest ciągiem 
niezależnych zmiennych losowych o tym samym rozkładzie. 


(a) Jeżeli E|X| < co, to 


(b) Jeżeli E|X| nie istnieje, to 


72) = oo] =1, 
n 


P im sup 


gdzie 
Sn = S~ Xi, neEN. 
i=1 


Uwaga 1. Zwrdémy uwage, ze Twierdzenie 1 dla ciagu niezaleznych zmiennych 
losowych o jednakowym rozktadzie ustanawia równoważność dwóch warunków: 


Mi po. 
ered Ey 29) (1) 
n 
oraz s 
Y"PI|X| >n] < oo, (2) 
n=l 


ponieważ Xg P||X| > n] < E|X|<1+ EZ PIX] > nl]. 


Pierwsze uogólnienia Twierdzenia 1 również należą do Kołmogorowa ([35] oraz 
[49]) i polegają na opuszczeniu założeń o jednakowym rozkładzie i rozważaniu 
ogólniejszych ciągów normujących. 


Twierdzenie 2 (Kołmogorow [35]). Jeżeli an, n > 1} jest rosnącym do nieskoń- 
czoności ciągiem liczb dodatnich, |Xn, n > 1} jest ciągiem niezależnych catkowal- 
nych z kwadratem zmiennych losowych oraż 


2 Var(Xn) 
) — < ©, 
n=l an 
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to 
Se —_ ES, p-p. 


dn 


0, gdy no. 


Z kolei Twierdzenie 1 oraz Uwagę 1 w tym samym kierunku uogólnili 
Marcinkiewicz i Zygmund: 


Twierdzenie 3 (Prawo Wielkich Liczb Marcinkiewicza-Zygmunda [37|). Jeże- 
li 4X, Xn, n > 1} jest ciągiem niezależnych zmiennych losowych o jednakowym 
rozkładzie, to następujące warunki są równoważne: 


rai Xi pp. 
ei“ 2 px (3) 
oraz m 
5.PI|X|>n"?P]<oo ijesi p>l to EX =0. (4) 


n=l 


Natomiast dla zmiennych losowych o różnych rozkładach odsyłamy do wyników 
Brunka [8]. 

Wśród ogromnej liczby wyników dotyczących MPWL możemy wyróżnić nas- 
tępujące uogólnienia przedstawionych dotąd wyników: 


(i) Rozważane są różne operacje sumowania zmiennych losowych. Moga to być 
losowo indeksowane sumy, sumy dla podciągów, sumy ważone, jak na przy- 
kład sumy średnich arytmetycznych itp. 


(ii) Rozważane są różne typy ciągów normujących i centrujących. 


(iii) Rozważane są różne typy zależności pomiędzy zmiennymi losowymi, np. za- 
leżność typu mixing, martyngały czy zmienne losowe dodatnio lub ujem- 
nie kwadrantowo zależne. Szczególnym rodzajem MPWL jest Prawie Pewne 
Centralne Twierdzenie Graniczne, gdzie sumujemy zależne składniki, które 
są indykatorami pewnych zdarzeń. 


(iv) Zamiast zmiennych losowych rozważa się elementy losowe określone na róż- 
nych przestrzeniach (np. elementy losowe określone na przestrzeni Banacha). 


(v) Zamiast ciągów zmiennych losowych i ich sum rozważa się ich ciągłe od- 
powiedniki, tj. procesy stochastyczne i ich całki. Tego typu uogólnienie na- 
zywa się często Twierdzeniem Ergodycznym. Pojęcie to występuje głównie 
na gruncie mechaniki statystycznej i zostało zapoczątkowane pracami Bolt- 
zmanna i Birkhoffa. Ergodyczność oznacza taki proces, który zmierza do 
stanu równowagi, a hipoteza ergodyczna to hipoteza według której śred- 
nia stanów zespołu obiektów jest równa średniej jednego obiektu w długim 
okresie czasu. Dla układów dyskretnych Twierdzenie Ergodyczne staje się 
zwykłym Mocnym Prawem Wielkich Liczb. 
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(vi) Podaje się oszacowania szybkości zbieżności w Mocnym Prawie Wielkich 
Liczb. 


W niniejszej pracy koncentrujemy się na uogólmieniach typu (i),(ii), (iii) 
i (vi), dlatego opiszemy dalej te uogólnienia bardziej szczegółowo. 


Dla ciągu niezależnych zmiennych losowych {X,,,n > 1} definiujemy ich su- 
my jako Sp = 25, Xj; n > 1, dla ciągu zależnych zmiennych losowych {Y,,n > 1} 
definiujemy podobnie sumy Z, = X; Y;,n > 1. Niech (Q, A, P) będzie przestrze- 
nią probabilistyczną. Przez zbiór losowy A rozumiemy mierzalne odwzorowanie 
A: (Q, A) — (N,27). Czasem rozważać będziemy zbiory losowe przyjmujące war- 
tości w podzbiorach d-wymiarowej kraty N¢, 1 < d < oo. Oczywiście, dla tak okre- 
ślonego zbioru losowego |A| jest zmienną losową, gdzie przez |A| = A = card(A) 
wszędzie w tej pracy oznaczamy liczebność (moc) zbioru A. Jeśli A i B są zbio- 
rami losowymi, to oczywiście również zbiorami losowymi sa AU B, AN B, A\B. 
Więcej na temat zbiorów losowych czytelnik znajdzie w klasycznej książce Ma- 
therona [39] lub bardziej współczesnych pozycjach książkowych Molchanova [41] 
oraz Nguyena [42]. Dla ciągu zbiorów losowych £4,,n > 1} oraz ciągu zmiennych 
losowych £X,,n > 1} możemy zdefiniować ciąg sum 5(4,) = Dyeą, Xi Z moż- 
liwym centrowaniem );e4, EX; lub EXycą, Xi, n > 1. Analogicznie możemy 
określić Z(An) = Nica, Yi, n > 1. Zaznaczmy tylko, że w całej pracy wszyst- 
kie rozważane przez nas zbiory losowe mają prawie pewnie ograniczoną liczebność 
(chociaż czasami to ograniczenie liczebności może dążyć do nieskończoności), dla- 
tego zdefiniowane sumy $(A,,) i możliwe centrowania tych sum są skończone. Niech 
£N,,n > 1) będzie ciągiem zmiennych losowych przyjmujących wartości w zbio- 
rze liczb naturalnych. Możemy zdefiniować sumy Sy, = 7%", X;, n > 1 i również 
rozważać MPWL dla tych sum. Przegląd wyników dla takich sum można znaleźć 
w książce Allana Guta [19]. Niech a = {an,n > 1) będzie ciągiem zmiennych lo- 
sowych dowolnie zależnych i wspólnie ograniczonych przez stałą, ale niezależnych 
od ciągu niezależnych zmiennych losowych £X,,n > 1}. Możemy wtedy rozważać 
sumy 5,(a) = X, a,X; z możliwym centrowaniem );_, q; EX; lub X; E(a,X;) 
dla n > 1. Ciąg zmiennych losowych (a, Xn, n > 1) jest ciągiem zależnych zmien- 
nych losowych, ale o zależności decyduje ” ograniczony” składnik a,.Jeden przy- 
padek wydaje się tutaj szczególnie ważny, gdy a jest ciągiem zmiennych losowych 
o rozkładzie Pla, =1|=1-P|a, = 0] = p, gdzie 0 < p < 1,n > 1. Ciąg taki ozna- 
czać będziemy przez € a jego sumy przez S,,(€) = ©; 6;X;,n > 1. Mają one prostą 
interpretację praktyczną: suma składa się z ”zaobserwowanych” (e, = 1) i ”nie- 
zaobserwowanych” (e, = 0) składników. Wspomnijmy jeszcze o wprowadzonych 
w kontekście MPWL przez Bauma i Strattona ([3] i [4]) sumach ”regulowych” (an- 
gielski termin “ruled sums”). ” Regułą” nazywamy dowolną funkcję (n) : N — 25, 
a sumy po tych ”regułach” określamy wzorem Sín) = Vie(n) Xo n > 1. Aby czytel- 
nikowi uporządkować obraz opiszemy w Uwadze 2 związki występujące pomiędzy 
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tymi rozmaitymi sposobami sumowania dla rozmaitych ciągów. 
Uwaga 2. Zależności różnych operacji sumowania ciągu zmiennych losowych: 


> Sumy "regułowe” ("rule”) Sim) są szczególnym przypadkiem sum S(A,,), gdyż 
możemy położyć A, = (n), p.p. dlan > 1. 


> Sumy losowo indeksowane SN, są szczególnym przypadkiem sum S(A,), bo 
wystarczy położyć An = {1,2,3,...Nn}. Dla ciągów {Nn,n > 1) prawie 
pewnie rosnących mamy zbiory losowe {An,n > 1) takie, że An C An, p-p. 
dlan > 1. 


> Ponieważ ciąg € jest szczególnym przypadkiem a, więc wyniki dla sum S,(a) 
są uogólnieniem wyników dla sum S,„(e). 


> Sumy S„(e) są szczególnym przypadkiem sum S(An) ze zbiorami losowymi 
{An,n > 1) takimi, że An C An+1,n 2 1 oraz A, C {1,2,3,...n}. Rzeczy- 
wiście, wystarczy położyć An = {i : 1 <i < n,e; = 1}, zaś oznaczajac przez 
) Jeśli e, = 0 
i(Ei) = : Ro | An = U; vile). 
ule) = | Py Jedi TE mamy A, = Utes ule) 
> Jeśli zbiory losowe {An,n > 1) są rosnące względem relacji zawierania 
(An C Any, n È 1), to sumy S(An) są szczególnym przypadkiem sum zalez- 
nych zmiennych losowych Zn. Rzeczywiście, wystarczy położyć A, = 0,Y, = 
DieAA,_, Xion 2 1. Zależność tak zdefiniowanych zmiennych losowych wy- 
nika ż zależności zbiorów sumowania. 


Mocne Prawo Wielkich Liczb dla zależnych zmiennych losowych {Y,,n > 1} 
zapoczątkowały prace Serflinga [48] dla ciągów ortogonalnych, dla ciągu różnic 
martyngałowych Twierdzenie 2.19 [22] oraz praca [52], dla ciągów typu ” mixing” 
prace [25], [26], [27], dla ujemnie kwadrantowo zależnych [40]. Z drugiej strony 
badano MPWL dla sum Z, zmiennych losowych dowolnie zależnych, ale o jedna- 
kowym rozkładzie ([38], [46]). W tej pracy badamy MPWL dla sum typu S(A,), 
S,(a), S„(e) przy ciągach dowolnie zależnych między sobą zbiorów losowych £An, 
n > 1} czy zmiennych €,a, ale zawsze niezależnych od 4X,,n > 1}. Tego typy 
MPWL nie występowały dotąd w literaturze. Ponadto w trzecim rozdziale rozwa- 
żamy ciągi sum Z(A,,) zmiennych losowych £Y,,n > 1} dowolnie zależnych, ale 
o jednakowym rozkładzie. 


Jednym z uogólnień typu (i) jest badanie sumowania wielowymiarowych pól 
losowych. Tutaj operacje sumowania przebiegają po d-wymiarowej kracie N* = 
{i = (i1, i2,... ia), ij E N,1 < j < d} (wszędzie w tej pracy d wymiarowe wektory 
odróżniać będziemy znakiem podkreślenia). Tutaj sumy definiujemy przez 5, = 
M1<k<n Xk, gdzie k < n oznacza, że k; < n; dla każdego 1 < i < d oraz 1 = 
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(1,1,...1). Dla wielowymiarowych indeksów wprowadzamy też oznaczenie |n| = 
M nj, a rozbieżność n — oo rozumiemy w sensie minimum min{n;,l <i < 
d} — oo. Podstawowe wyniki rachunku prawdopodobieństwa dla tego typu sum 
zostały opisane w książce Olega Klesova [32]. Swój pierwszy rozdział poświęcił on 
zebraniu wszystkich ” paradoksów” pokazujących, że ” przeniesienia” klasycznych 
wyników na wielowymiarowe pola są nietrywialne, a wiele wyników dla takich 
pól po prostu nie zachodzi (np. Lemat Kroneckera). Pokazuje to trudności przy 
uogólnianiu MPWL na przypadek pól losowych. Twierdzenie 1 (Uwaga 1) dla pól 
losowych może być sformułowane następująco: 


Twierdzenie 4. Niech (X, X„,n € N°} będzie polem niezależnych zmiennych 
losowych o jednakowym rozkładzie. Wtedy następujące warunki są równoważne: 


lim =p (5) 
noo |n] 
Oraz 
EX =p i E|X|(log,|X|)** < oo, (6) 


gdzie log, x = max{log, x,0}, co z kolei jest równoważne 


EX= i ),PIX| > [nl] < o, (7) 


neNd 


gdzie ostatnia równoważność wynika ze specyfiki sumowania po d-wymiarowych 
kratach (czynnik Dirichleta). Pojawia się pytanie, czy Twierdzenie 1 zachodzi 
dla różnych obszarów geometrycznych w przestrzeni N*. Tutaj dla d = 2 mamy 
poniższy wynik: 


Twierdzenie 5 (K.-H. Indlekofer and I. O. Klesov, [28]). Dla dowolnych niemaleją- 
cych funkcji f,g : Ry + Ry takich, że g(x) < x < f(x) oznaczmy A = £(m,na) € 
N? : g(n1) < na < f(m)). Wtedy 


SJ, 
„im inti y (8) 
EA. In| 
OTaż 
EX=p i 5,P|X| > jal] < oo. (9) 


neA 


Zwróćmy uwagę na to, że w powyższym twierdzeniu zarówno granica, jak 
i suma jest zawężona do nieskończonego zbioru A C N?, chociaż suma jest brana 
po składnikach, które niekoniecznie należą do A. Funkcje f i g wyznaczają ostro 
brzeg zbioru A. Powstaje zatem pytanie, co dzieje się dla innych obszarów, nawet 
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ograniczonych funkcjami f i g niekoniecznie niemalejącymi. Oczywiście z Twier- 
dzenia 4 wiemy, że dla catego N? zachodzi równoważność (8) oraz (9) (z A = N°). 
Jak podkreślił anonimowy autor otrzymanej przez nas recenzji każdy matematyk, 
który natknie się na jakąś barierę, granicę, powinien się zastanawiać co jest dalej 
za tą granicą. Temu zagadnieniu poświęcony jest pierwszy rozdział tej pracy. 


Istnieją dwie podstawowe techniki dowodzenia MPWL: 
e Pierwsza polega na dowodzeniu pożądanego wyniku dla podciągów i zredu- 


kowaniu problemu z całego ciągu do podciągu. W następnym kroku wykorzy- 
stujemy maksymalną nierówność dla sum elementów ” pomiędzy” podciągami. 


Drugie podejście polega na bezpośrednim zastosowaniu maksymalnej nie- 
równości dla unormowanych sum. Tego typu podejście nazywane jest nie- 
równoś cią typu Hajeka-Rényiego i zostało zapoczątkowane w pracy [21]. 


W drugim rozdziale, korzystając z drugiej metody dowodzenia Mocnego 
Prawa Wielkich Liczb, podajemy wyniki dotyczące zbieżności odpowiednio cen- 
trowanych i normowanych sum 5(4,) dla ciągu niezależnych zmiennych losowych 
o różnych rozkładach i niezależnego od nich ciągu zbiorów losowych {A,,n > 1}. 


Trzeci rozdział pracy poświęcony jest zbieżności Z(.4,), jak również Z,(e) dla 
d-wymiarowego pola dowolnie zależnych zmiennych losowych, ale o jednakowych 
rozkładach. Tego typu wyniki, w przypadku jednowymiarowych sum Z, zostały 
zapoczątkowane dwoma różnymi twierdzeniami: 


* twierdzeniem typu Marcinkiewicz-Zygmunda w pracy Petrova [44], 
* twierdzeniem typu Kołmogorowa w pracy Martikainena i Petrova [38], 


które uogólnił Stoica i Rosalsky [46]. My w rozdziale trzecim uogólniamy główny 
wynik tej ostatniej pracy na przypadek sum losowo wybranych zmiennych losowych 
z pola zmiennych losowych Z(4,) oraz sum Z,(e). 


PPCTG dotyczy zbieżności sum Z, specyficznego ciągu Y, = TEn <stn| 


(I[-] tutaj i wszędzie w pracy oznacza indykator zdarzenia) normowanych przez 
log, (n), n > 1, gdzie Sn = >, X; jest sumą niezależnych zmiennych losowych 
o różnych rozkładach, zaś {b,,n > 1) pewnym ciągiem dodatnich liczb rzeczywi- 
stych. W rozdziale czwartym, rozważamy zbieżność postaci 


l » ae mal pe, u((-0,z]), nw, (10) 
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dla pewnych nieujemnych rzeczywistych pól fd, bn, n € N*), oraz Dy = Veen dk 
i pewnej miary p. 


Szybkość zbieżności w MPWL można badać na kilka sposobów. Przede 
wszystkim zwróćmy uwagę, że zarówno CTG jak i PIL (Prawo Iterowanego Lo- 
garytmu) są ocenami szybkości zbieżności w MPWL. Rzeczywiście, jeżeli NZ = 
Y,n — oo, gdzie Y ~ N(0,1) oznacza zmienną losową o standardowym rozkta- 
dzie normalnym, to asymptotycznie Sn zachowuje się jak Z (chociaż należy tutaj 
też uwzględnić szybkość zbieżności w CTG). Z drugiej strony, ponieważ zbieżność 
kompletna jest silniejsza od zbieżności prawie pewnej (leży dość blisko tej zbieżno- 
ści), wiec można zamiast bezpośrednio badać szybkość zbieżności prawie pewnej 
(co jest trudne), badać szybkość zbieżności kompletnej (zdecydowanie łatwiejsze). 
Tak więc, jeżeli zachodzi zbieżność kompletna (zob. str. 10), to znaczy 


Veso >, P||Xn — X| >] <w, 


n=l 


to możemy się pytać o to, dla jakich rozbieżnych do nieskończoności ciągów {aņ, 
n > 1} zachodzi jeszcze zbieżność: 


WaS 2 an P||X, — X| > e] < w. 
n=l 


Poświęcony jest temu Rozdział 5 pracy. Zwróćmy uwagę tylko, że rozważanym tam 
ciągiem sum częściowych jest ”losowy” proces średniej ruchomej (” moving avera- 
ge”), to znaczy dla tablicy dowolnie zależnych, ale wspólnie ograniczonych zmien- 
nych losowych fan .;, n, i > 1} oraz ciągu stochastycznie zdominowanych zmiennych 
losowych (X,,n > 1) niezależnych od łam.:,n,i > 1} definiujemy ciąg zależnych 
zmiennych losowych Y;, = X (ani — An-1:)X; dla n > 1 (dla n = 0 kładziemy 
an, = 0 dla każdego i) i wtedy badamy MPWL dla sum Z, = Xx, Yk, n > 1. Tego 
typu schemat sumowania był rozważany tylko dla nielosowej tablicy {a,;,n,i > 1}. 


Wyniki pierwszego rozdziału są opublikowane w czasopiśmie Probability and 
Mathematical Statistics [13], drugiego rozdziału są przyjęte do druku w czasopiśmie 
Lithuanian Mathematical Journal [16], trzeciego rozdziału znajdują się w recenzji 
w czasopiśmie Periodica Mathematica Hungarica |15] i częściowo zostały przyjęte 
do druku w [16], wyniki czwarego rozdziału zostały przyjęte do druku w czasopi- 
śmie Publicationes Mathematicae [14] natomiast wyniki piątego rozdziału ukazały 
się w warszawskim czasopiśmie Demonstratio Mathematica [12]. 


Wszędzie w pracy stosować będziemy następujące oznaczenia x V y = 
def. def. 
max{z, y}, r^y = minfz,yj, log, © 2i max{log, 1,0), zaś log x oznacza lo- 


garytm naturalny oraz rozszerzenia tych oznaczeń na d wymiarowe wektory przez 
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nak © {nAki1 £ i < d),nvk = (n;Vk,,1 < i  d),logn © flog,(n;Ve)),1 < 
i < d}. Jeśli n = (m,no,...nag), to |n] 6 IIL; n:i. Symbolem N(u,o) zo > 0 
oznaczać będziemy zmienną losową o rozkładzie normalnym z wartością oczekiwa- 
ną u i odchyleniem standardowym o, przez ®() oznaczamy dystrybuantę N (0,1), 
natomiast dla a € (0,2], 8 € [-1,1],y E€ R i 0 > 0, Gag, oznacza dystrybuantę 
rozkładu stabilnego o funkcji charakterystycznej 


def. 


| PFaGagnala) — exp{ity a olt|*(1 = iBsign(t)w(a, t))}, (11) 
gdzie 
tg(72), jeśliO<a<2aź1, 
w(a,t) = -2 log|t|, jeśli a = 1, 
0, jeśli a = 2. 


Odległość Ky-Fan dwóch zmiennych losowych X,Y definiujemy przez 


EJ inf {P[|X -Y| > e] < €}. 


eż 


n(X,Y) 


Symbolem X ~ Y oznaczamy fakt, że zmienne losowe X i Y mają ten sam 
rozkład, natomiast x, = Yn oznacza, że limp... = 1. Litera C lub c oznaczamy 
stałą generyczną, być może różną w różnych miejscach, gdyby jednak ta stała 
zależała od czegoś, to fakt ten zaznaczać będziemy w indeksie dolnym. 
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Rozdział 1 


Mocne Prawo Wielkich Liczb dla 
wskaźników w ograniczonym 
obszarze 


Pierwszym wynikiem typu Twierdzenie 1 dla wielowymiarowych ” podciagéw” pól 
losowych były wyniki Allana Guta [17] i [18], w których autor ograniczył obszar 
przechodzenia do granicy w MPWL do 


Vo = t(m,...na) : On; < nj < Oni, dla wszystkich 1 <i < j < d} 
z dowolnym 6 > 1. 


Twierdzenie 1.1 (A. Gut 1978 [17]). Niech {X, Xn, n E€ NI} będzie polem nieza- 
leżnych zmiennych losowych o jednakowym rozkładzie. Wtedy granica 


_ On 
ŚR A 
nE Va |n] 


(1.1) 


istnieje i jest skończona p.p. wtedy i tylko wtedy, gdy E|X| istnieje. Jeśli granica 
(1.1) istnieje, to jest równa EX, p.p. 


Zwróćmy uwagę, że chociaż granica w (1.1) jest ” wzięta” tylko po ”podciagach” 
należących do sektora Vy, to jednak w sumach 5, występują wszystkie składniki 
X, dla k < n, a nie tylko te należące do Vg. Problem dowodzenia MPWL ”po 
sektorach” został dobrze opisany w książce Klesova [32], str. 246-247. 

Porównując Twierdzenie 1.1 z zaprezentowanym we Wstępie Twierdzeniem 
4 widzimy, że ponieważ warunek 


2, PIXI > |a|] < oo, 


n€ Vo 
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w przypadku sektora Vy równoważny jest istnieniu momentu E|X|, więc 
dla obu tych twierdzeń kluczowy jest warunek 


2. PILX| > |n|] < co, (1.2) 
neV 
gdzie V = V lub V = Nó. Wyjaśnimy to (co zostało zasygnalizowany 


we Wstępie) opisując związek pomiędzy warunkiem (1.2) a czynnikiem Dirichleta 
(ang. Dirichlet's divisor). 


Twierdzenie 1.2. Dla dowolnego podzbioru V C N? połóżmy: 


Ty(n) = [{kEV:|k]| =n}, (czynnik Dirichleta) 
Ty(z) = BRACIE 
k<a 
Wtedy 
2. PIX] > la] = ETy(|X)). (1.3) 
neV 
Ponadto 
Ty(r) = o(a”), 
Tya(r) =< slog? "z 
DALA ee (1.4) 
Tinni-’< de a os t log? 
NE 


=< «log 'logz, 
gdzieO<d<1,€>0. 


Mamy więc równoważność zbieżności sum ”po obszarach” V dla zbiorów 
V = V; (Twierdzenie 1.1), dla zbiorów V = N¢ (Twierdzenie 4) oraz dla zbiorów 
V = (m, na) E N? : g(n1) < na < f(nı)} dla niemalejących funkcji f i g opisanych 
w Twierdzeniu 5. Jednak te przedstawione powyżej obszary nie opisują wszystkich 
możliwych obszarów w N”. Powstaje więc pytanie, dla jakich jeszcze obszarów 
można sformułować równoważności (8) oraz (9). 

To jest główny temat tego rozdziału. Zacznijmy jednak od oznaczeń, znacznie 
upraszczających formułowanie wyników. Podobnie jak w Twierdzeniu 5 ograniczy- 
my się do przypadku d = 2, gdyż wyniki dla d > 2 są w pełni analogiczne za to 
zdecydowanie bardziej skomplikowane są wzory i oznaczenia. Rozważać będziemy 
różne obszary w N? zanurzone w R? i zawsze ograniczone nieujemnymi funkcjami f 
i g spełniającymi warunek g(x) < z < f(x), x € R. Dla uproszczenia sformułowań 
wprowadźmy definicje: 
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Definicja 1.1. Niech F i G będą dwiema klasami rzeczywistych funkcji 
takimi, że F C {f : f(x) > x,x € R},G C {g:0 < g(x) < z,x € R}. Wte- 
dy definiujemy 


V(f 9) = {2 = (mna) : g(m) < na < f(m)], (1.5) 
C(F,G) = {V(f.9): f € Fg €G} (1.6) 


Definicja 1.2. Dla dwóch dowolnych klas funkcji F iG takich, żeF C {f : f(x) > 
x,x E€ R},G C {g:0 < g(x) < zx,x ER) powiemy, że C(F,G) jest ”dobrym zbio- 
rem”, jeżeli dla dowolnego pola niezależnych zmiennych losowych o jednakowym 
rozkładzie (X, Xn, n € N*) oraz dowolnego V € C(F,G) następujące warunki są 
równoważne: 


hev | 
oraz 
EX=u i © PĪ||X|> lal] < o. (1.8) 
nEV 


Przy takich oznaczeniach Twierdzenie 5 może być sformułowane zwięźle: 


Twierdzenie 1.3 (K.-H. Indlekofer and I. O. Klesov,|28]). Jeśli 


Fı = {f : f jest niemalejąca, x < f(x)}, 
G, = {g : g jest niemalejąca, g(x) < x}, 


to C (Fi, Gi) jest ”dobrym zbiorem”. 
Podobnie główny wynik Klesov O. i Rychlik Z. można sformułować następująco: 


Twierdzenie 1.4 (Klesov O., Rychlik Z. [33]). Jeśli 


Ratt Arie), © A, 
G2 = {9:9 Z, g(x) Śz, ŻA, 


to C (Fz, G2) jest ”dobrym zbiorem”. 


Definicja 1.3. Dla dowolnej funkcji f € Ro zdefiniujmy funkcje f(x) oraz f(x) 
następująco 


= 
| 


inf f(u), 


uż 


= sup f(u). 


O<uxa 


> 
| 
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Dla funkcji f,g € Ret niech 


V=V(f,9)=V(F,9), 
C(F,G) ={V(f,9): f € Fg € G}, 
C(F,G) = {V(f,9): f E Fg E€ G}. 


Zwróćmy uwagę, że 


(a) f(x) oraz f(x) są funkcjami niemalejącymi, 
(b) f(x) < f(z) < f(z), eR, 
(c) jeśli f(x) jest funkcja niemalejaca lub funkcja nierosnaca, to wtedy 

f(x) = f(z) = fla). 
Zatem dla dwóch dowolnych podzbiorów F C ff : f(x) > az € Ry}, 
G C {g:0< g(x) < 2,x € R) zbiory funkcji C(F,G) oraz C(F,G) z Twier- 
dzenia 1.3 oraz (a) są zawsze ” dobrymi zbiorami”. Jeśli więc dla dowolnych dwóch 
funkcji f € Fig EG, 


23 P||X| > |n|] < oo, (1.9) 
néeV(f.9)\V(f.9) 


to i C({f}, {g}) jest ”dobrym zbiorem”. Ten kierunek uogólnienia Twierdzen 1.3 
i 1.4 przedstawiamy w Twierdzeniach 1.5 i 1.7. Innym kierunkiem uogólnień tych 
wyników jest rozważanie ” wahnie¢” funkcji f i g, które mogą być dowolnie duże, 
ale których liczba dla każdego przekroju y = c jest stała. Takie uogólnienie przed- 
stawiamy w Twierdzeniu 1.6. Obszar £(z,y) € R? : f(x) < y < f(x)} U {(z,y) € 


R? : g(x) < y < g(x)} nazywać dalej będziemy ”rozstępem brzegu”. 


1.1 Mocne Prawo Wielkich Liczb dla sektorów 
o małym ”*rozstępie brzegu” 


Na wstępie wprowadźmy definicję brzegu grafu. 


Definicja 1.4. Dla dowolnego grafu T = {(x, f(x)),a € X), gdzie X C R defi- 
niujemy N? - brzeg grafu T w sposób następujący: 
OA; = 16,3) EN: z Fa) < jus f(ia) > jaj. (1.10) 


(i1,j1),(i2,j2)€ 
{(i5) G+1,5) (ij +1), (i+1,j+1)} 


Oczywiście definicja ta jest ważna również wtedy, gdy f jest funkcją. 
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Zdefiniujmy rodziny funkcji {F}, G3} w następujący sposób: 


f(x)ve 


œ log( ) co log (H2¥2) 
| RR =]. = REŻ 
R=li: | VI dx < œ}, Gs a al dx < o0}. 


Twierdzenie 1.5. Klasa funkcji C (F3, G3) składa się z ”dobrych zbiorów”. 


Dowód Twierdzenia 1.5. Na mocy Twierdzenia 1 z [28] wnioskujemy, 
że dla dowolnych rodzin funkcji F i G, warunki mówiące o tym, że obie klasy 
C(F,G) i C(F,G) sa” dobrymi zbiorami”, są spełnione tzn., że zachodzi: 


(07PIX|>|n]<co i BX=p) 2 lim =u, (11) 
neV Me |z| 
(2, PI|X|>|aj]j<oo i EX=p) <= m 5E u. (1.12) 


nev v |z| 


Jeśli dodatkowo wykażemy, ze dla dowolnie ustalonego f € F3 i g € G3 zachodzi 


>, PIXI > |a|] < o, (1.13) 
neV\V 
to wtedy tezę Twierdzenia 1.5 otrzymujemy w wyniku łańcucha następujących 


implikacji: 


(© PIIX| > |a|]<ooiEX= u) =Œ (00 PIXI > |a|] < œ i EX =p) 


neV neV 


=> | (tim 22 Sn =u) > (tim 7 =n) > (im = 11) > 
[n. V In| In| 
1. 


P||X| > |r|] < œ% i EX =p =! PI|X|> |r|] < œ i EX = n). 
> 2. 


neV neV 


Zatem wystarczy udowodnić (1.13). Na podstawie powyższych rozważań możemy 
założyć, że EX = u, tj. E|X| < oo. Ponieważ dla każdej nierosnącej funkcji h 
i niemalejącego £ mamy 


Shin) < [OMe Aade, E PIX( > laj] < Byl. 
n=l NEDOLM+ 


gdzie OA, jest zdefiniowane w Definicji 1.4, zaś druga nierówność pochodzi 
z dowodu Twierdzenia 1 [28] oraz z nierówności Markowa 


E|X| 
>, PIX|>|n|]] < >, ——— 
neV\V neV\V in) 
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więc otrzymujemy 


2, PIX! > ln] = > PIX| > |a|] + 


neV\V {neN4: f(n1)<n2<f(ni)} 


+ >, PIX|>|nl]+ >, PIXI > jn] + 
nedd 5 nedAz 
+ > PIX|>|nl]+ SO PIXI > |n|] < 
nedAg ned; 
1 
< EX JJ dia 
2] 2 -JGMDAGYB "00 


(zeR?: f (01)Kr2< f(11)) 
1 


(a, V Diao V TE 


{xe R*:g(x1)Kr2<g(11)) 


+ > PIX > als >; PIX] > [nl] 
nedAg ned; 

+ 2 PIX|> |ni]+ 2, PIXI [nl] 
nEDAg nedAg 


< E|X|L + E|X|I,+4E,/|X|, powiedzmy. 


Tak więc, do skończenia dowodu powinniśmy jeszcze oszacować 1; oraz lą. Zauważ- 
my najpierw, że ponieważ dla 0 < a < b < œ, 


b 4] log(b/a), jeśli 1 <a < b, 
Í 7 q 97 = 4 log(b) +(1l—a), jeślia<1<b, 
e (b— a), jeślia <b<1 
oraz że dla a < 1 mamy, że log Ne > 1. Zatem w konsekwencji dostajemy 
b 1 bve 
dx < 21 . 1.14 
i) xvi TRAE avl ( ) 


Korzystając z (1.14) mamy 


f(x)Vve 


(21) » log(fz)v1) 
d 2 f —= dr < 
nsf ja a! ready < cvl 2a 


oraz podobnie 


co (gli) 1 1 > log( Fe) 
I < | / d d <2/ See dat 06. 
mae g(a1) Ta Vl RZE SDE evi ee 
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Tym samym wykazaliśmy (1.13), co kończy dowód tego twierdzenia. 


1.2 Mocne Prawo Wielkich Liczb dla sektorów 
o brzegu o skończonym wahaniu 


Niech By(y) oznacza najmniejszą rodzinę podzbiorów zwartych zbioru 
{(z,y) : f(x) < y}. ”Najmniejszą” oznacza tutaj, że dla dowolnych zbiorów 
Bı € Byly) i Ba € By(y) takich, że By # By zbiór Bı U Bə nie jest zbiorem zwar- 
tym. Zauważmy, że wszystkie zbiory z rodziny By(y) są podzbiorami [0, y] x {y}. 
Ponadto, zdefiniujmy Ky;(y) = |Br(y)| oraz 


B=] 4 sup A) <œ}, G= {g: sup Ky(n) < œœ}. 
nE nE 


Twierdzenie 1.6. Klasa funkcji C (F4, G4) składa się z ”dobrych zbiorów”. 


Dowód Twierdzenia 1.6. Dla dowodu Twierdzenia 1.6 zauważmy, że funkcje f 
i g odpowiednio z rodzin funkcji F4 i G4, mogą być nieciągłe. 
Jeśli na przykład f(x, — 0) = yo < yı = f(x. + 0), to ”uzupełniamy” definicję 
kładąc f(x) = [yo, yı] (cały przedział [yo, y1]). Oczywiście od tej chwili 
r =  4(u,f(x)),x e R} nie jest funkcją, ale ciągłym grafem, 
a f jest relacją. Jednakże, o ile nie będzie to prowadzić do nieporozumień, da- 
lej będziemy pisać nieformalnie ” funkcja f”. Powiemy, że kawałkami ciągły graf 
£(z, f(x)),a € X) dla X C R, spełnia warunek G wtedy i tylko wtedy, gdy 


Warunek G: Jeśli {(x,f(x)), x E (£o, zı)} i {(x, f(x), 2 E (1a,13)) 
są dwoma kawałkami, na których graf jest ciągły i jeśli x1 < da, 
to f(xo) < f(z3). 

Dla takich grafów zachodzi: 


Propozycja 1.1. Niech {(x, f(x)),x € X}, gdzie X C R będzie kawałkiem 
nierosnącym grafu spełniającym warunek G. Wtedy 


S` PIIX| > ij] < 4E|X|. (1.15) 
(i,j)EOA ¢ 


Dowód Propozycji 1.1. Przez Q(i, j) oznaczamy kwadraty {(z,y) € R*: i < 
Gately SYS JF ly, 

Rozważmy jeden kawałek grafu I = { (x, f(x)), £ € (x0,,11)), na którym graf 
jest ciągły i nieciągły lub nawet nie istnieje w 21. 

Brzeg tego kawałka grafu może być wyrażony jako podzbiór P) (może być 
pusty) ścieżki P = [(i, j), ..., (i+k,j—1)] dla pewnych dodatnich naturalnych liczb 
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i,j,k,l, gdzie jeśli (41,91) i  (ta,ja) są kolejnymi punktami, 
to (i2,J2) jest równe (iy + 1,91) lub (4,9, — 1) lub (4; + 1,7; — 1) zależnie 
od tego, którędy graf I "wychodzi z (Q(iu,j1) a którędy ”wchodzi” 
do Q(i2, j2). Jeśli graf I nie ” wchodzi” do wnętrza Q(ia, ja), to (io, j2) £ Pi, ale 
oczywiście (io, ją) € P. 

Dla takich ścieżek P i P, konstruujemy funkcję H zdefiniowaną na A; 
i przyjmującą wartości w {(z7,1) : z € N}U {(1,y) : y € N} w następujący 
sposób: 


H((i,j1)) = (i1, 1), 


o (ik, 1), jeśli tk > Ik, 
H((ik, jk)) (1,3%), jeśli ŻĘ = ipei 


Na kawałku (zo, £1) mamy 


H(A fleco) C {6 1), (EF 1,1)... (+ k, 1), (3), j — 1), j = OF, 


gdzie f\re(a,e,) OZNACZA ograniczenie funkcji f do przedziału (£o, %1). 
Ponadto H jest injekcja (w tym obszarze). Oczywiście, ponieważ dla każdego punk- 
tu (i, j) € (N\{0})? mamy ij > max{i, j}, więc w ten sposób otrzymujemy, że 


So PIIX| > i]s D PI|X| > ij]. (1.16) 


OZ (i j)EH(A 5, ) 


rE (xg ,21) re(xQ,21) 


Może zdarzyć sie, że jeden ciągły kawałek grafu I ma ścieżkę brzegu [(i, j),... 
..., (i+k, j—1)], podczas gdy następny ciągły kawałek grafu zawiera punkt (i+k, 7) 
i w tym przypadku odwzorowanie H może przekształcić (i+-k, j) w istniejący punkt 
(i +k,1) lub (1,7). I stąd otrzymujemy 


2. PIX|>yg] < 2 2, PIXI > ij] < 
(ij)EOy (i,J)EH (Of) 


< 4),PI|X| > i] =4E|X|, 


i=l 


co kończy dowód. 


Bez zmniejszenia ogólności załóżmy, że EX = 0. Ograniczmy tutaj rozważa- 
nia do sektora {(m,n) € R? : m < n} i rodziny funkcji F4, ponieważ w przypadku 
G4 dowód przebiega podobnie. Dla funkcji f : R — R takiej, że f(x) > x i każ- 
dego y € R definiujemy podział przedziału [0, y] = By(y) + A;(y) przez zbiory 
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Bily) = ty) : F(x) < y}, Arly) = {(x,y) : f(x) > y} tak, że 


Bey) = (0a) x {y}) U ( (ayaa) x (0) U. U (ferrai erw) x tu) 
= U Bim. 
As) = (lerwa) x {y}) U (lesz x 9d) U- -U (lexo x (93) 
Ks) 


U Alf y), 0< z1 < t< £3 <... < TK;(y) < Y, 
k=1 


dla pewnej skończonej (por. definicję rodziny F4) dodatniej liczby naturalnej 
K;(y) € N. Oznaczmy przez K = sup{K;(y) : y € R}. Dla każdego y uzupeł- 
niamy rodziny B(f,y) = +Bx(f,y),1 < k < Ky(y)} kładąc B,(f,y) = 0 dla 
k = Ky(y) + 1, Ky(y) + 2,... K. Bezpośrednio z definicji tej rodziny zachodzi 
własność: 


Vy <y2 VI<i<KHi<j<k B,(f,y1) C B;(f, y2). 
W ten sposób z rodziny B(f,y) tworzymy rodzinę 


KÓZ U U BAD KER a Rad 


i=1 1StSy j:B;(f,Ł)CB;(fy) ISIK 


Ponadto, dla każdego k = 1,2,3,..., K kładziemy 


A(k) = U Ax(f,y)- 


yER 


Zilustrujemy wprowadzone powyżej rodziny zbiorów na Rysunku 1.1. 
Łatwo sprawdzić, że Lemat 1 i dowód Twierdzenia 1 [28] zachodzi dla ciągów 
{n,,k E N} C A(k) i narastających ciągów sum zmiennych losowych 


Y„(k) = 2 Xm = >» Xm, n € A(k), 


mETg(n2)NN? meé[1,ni]x[1,n2]NB 


wtedy i tylko wtedy, gdy A(k) nie jest ograniczony dla k = 1,2,3,... K. Pewnego 
komentarza wymaga zachodzenie Lematu 2 dla brzegów naszych zbiorów A(k). 
Brzeg takiego zbioru może być podzielony na co najwyżej K grafów =,,1 <i < K, 
kawałkami ciągłych i rosnących (na Rysunku 1.1 mamy trzy takie grafy zaznaczone 
odpowiednio kolorami: czerwonym, fioletowym i żółtym) i co najwyżej K grafów 
Y;, 1 < i < K, kawałkami ciągłych i malejących (na Rysunku 1.1 mamy dwa 
takie kawałki zaznaczone kolorami zielonym i beżowym). Dla każdego takiego grafu 
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> 


Rysunek 1.1: Podział grafu na obszary A(i), 1 < i < K. 


z rodziny =;,1 <i < K, bezpośrednio stosujemy Lemat 2 z [28], podczas gdy dla 
grafów z rodziny (,,l < i < K, stosujemy Propozycję 1.1. 


Zatem, używając notacji [28] mamy, że 


lim 


(k) 
=0, k=1,2,3,...K 
neA(k) |[1, n] x [Ln] nB] Ao 


i ponieważ każdy podciąg N = {n; € A,i € N} może być dzielony na K-podciągów 
N na(k), więc otrzymujemy tezę. 
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1.3 Mocne Prawo Wielkich Liczb dla sektorów 
o ”rozstepie brzegu” uzależnionym od war- 
tości funkcji 


Teraz zdefiniujmy następujące rodziny: 


yV 


B = ÍF agosan (27 LC) log (ely te) <w 
lub [7/26 - 2] log, (26) - 21) < cx}, 
Gs = (6 oao [BE -log ga) = 1) <w 


ub fe- 9*(y)] log, yfz- 27) < ce) ), 


gdzie dla niekoniecznie monotonicznej ciągłej funkcji f definiujemy funkcje od- 
wrotne przez: 


f=) inf{x € R4 : f(x — 0) f(x +0)}, 
f(y) sup{z € R+ : f(x — 0) f(x + 0)). 
Twierdzenie 1.7. Klasa funkcji C(F5, G5) składa się z *dobrych zbiorów”. 


Dowód Twierdzenia 1.7. Pokażemy, że jeśli 


Sn 
lim %2 = EX, (1.17) 
v jnl 
to 
R 
lim = = EX. (1.18) 
v |r] 


Oczywiście (1.17) wynika z Twierdzenia 1 [28]. Wtedy mamy E|X| < oo. Ponadto, 
zdefiniujmy cztery następujące funkcje: 


Mı: i A E (GK 
Mz: l Mallki, ka) TIEA, o) 
M3 : en eae a 
Me Mallat) FAJ. 
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Skoro M;(ką, ko) E V,i = 1,2,3,4, więc na mocy (1.17) otrzymujemy 


_ SMi(n) 
lim 
EPA |M;(n)| 


=EX, i=1,2,3,4. (1.19) 


Niech ciąg im, = (nik nokhk E€ N} c VĄV będzie taki, że |n| oo 
i niech 


(ink EN} = Uta? = = (nisi). keNi 


będą czterema podciągami takimi, że 


[AR — fr) log NF) — fnE)]) < CE), 
[LEnS — f=Ln$;) | log, no f1n$)) — f(n$)|) < Cang), 
nE) — g(r?) log, Rn) -nI < Ca(n®), 
[gt (nS) — 5 "(n$ż) | log, (nF [9 Hn @) —g"ln$))|) < Con) 


Przynajmniej jeden z powyższych podciągów jest nieskończony. Zbiór takich podcią- 
gów oznaczamy przez I. 

Zauważmy, że dla z > y > 0 mamy, że |x| — [y] < [x — y|. Ponadto, jeśli 
x — y jest wartością całkowitą, to |x| — |y] =x — y = |x — y|. Z drugiej strony, 
ponieważ dla dowolnego z € (0,2) mamy, że |z] < 1, więc 


le]= ly] = læ- ly]] = læ- y+ {y}] 
= |[|z—-y]+{z—y}+ {y}] = lz- y] + LHe —y} + {y} 
lz- y]+1= [x-y] 


IX 


i dlatego wyżej zdefiniowane podciągi dla i € I spełniają: 


<C<. (1.20) 


(lafl - talon - [Mi(n?)) v1) 
lim sup 


oe De | 
W konsekwencji, poniewaz 


lim n log, (Ing | — |M;(n$))|) = +00 


lub 
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więc 
|M: (nę )| 
limsup—-=l tel. (1.21) 
k—oo In; | 


Z drugiej strony zauważmy, że 


Sn — SM:n) ~ n-M;(n); 
więc z Twierdzenia 1 [34] otrzymujemy, że dla i € I 
A 5, = ES; = Swan?) + ES vin) 


- i = 0. 
(Inf - AG) (Ios. (Inf? | — MeN v 1) 


Ponadto, ponieważ dla i € I 


i ESO + ES vin) 
im Z = = 
k—>oo a i i a 
(a — [Mil (10g (MPI — MaD v 1) 
li ee =0 
ke] O IM (n®™)) v1 > 
og, (|p| — M:n) 
Oraz 
im 2 Smet MC) , 
k> Ine] [Map  |nf| 
Sp J SMa) 


(mP — Ma) (log, (l — Lata?) V) 


(Inf? = M:a) (os, (Inf? - Meh v 1) 


[nÊ 8 
= EX-14+0-C=EX, 


więc w konsekwencji przechodzimy do 


Sn 
lim = = EX, (1.22) 


co kończy dowód tego twierdzenia. 
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1.4 Wnioski, uwagi, przykłady 


Zdefiniujmy jeszcze cztery rodziny funkcji: 


Fe = (l: Ia) -oog elte) — e < ef (a)}, 

Gy = 4a: | fale) — se) log, (efa) — a(a)]) < cgle)}, 

Fo = 63 cano EO Wos WEA) = IWD) 
< cf(y)}, 

Gr = {g: oh [970 -7 U) log, uT (W) - 7/0) 
< eg "(y) 


Zwróćmy też uwagę na związki pomiędzy wprowadzonymi rodzinami F;,G;, i = 
Lose 


Uwaga 1.1. Jeśli F c F, G C G oraz jeśli klasa C(F',G') składa 
się z ”dobrych zbiorów”, to klasa C(F,G) składa się także z ”dobrych 
zbiorów”. 
Uwaga 1.2. Zachodzi 

Fę U Fy CFs, oraz GeUG7C Gs. 


Uwaga 1.3. Ponieważ dla niemalejącej funkcji f i niemalejącej funkcji 


g mamy, że f = f = f, g = g = J oraz, że Ky(y) = 1 i K,(y) = 1, to zachodzą 
inkluzje 


Fic FCF; oraz GiCG:C G; dla 1 = 3,4, 5,6, 7. 


Dlatego też wszystkie Twierdzenia 1.5-1.7 są uogólnieniem wyników otrzymanych 
w [28] i [33]. 


Następujący przykład pokazuje, że żadne z Twierdzeń 1.5, 1.6 oraz 1.7 
nie jest uogólnieniem innego. 


Przykład 1.1. Niech h będzie dowolną funkcją, g niemalejącą funkcją 
dodatnią, zaś u niemalejącą funkcją dodatnią taką, że u(x) > z. Rozważmy klasę 
funkcji postaci 


f(x) = u(x) + g(z)|cos(h(z)r)|. 


Zauważmy, że zawsze zachodzi, że f(x) = u(x) + g(a) oraz f(x) = u(x). 
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(a) Jeśli u(x) = 2*(log, z)”, g(x) = 2, h(x) = 2*(logx)?, z € R, to założenia 
Twierdzenia 1.5 są spełnione, podczas gdy założenia Twierdzen 1.6 i 1.7 nie 
SQ. 


(b) Jeśli u(x) = z, g(x) = x, h(x) = (x — 2*)/2*1, x € R, k = [loga x], to 
założenia Twierdzenia 1.6 są spełnione, zaś założenia Twierdzen 1.5 i 1.7 
nie są. 


(c) Jeśli u(x) = z, g(x) = x/logz, h(x) = 27, x € R, to założenia Twierdzenia 
1.7 są spełnione, natomiast nie są spełnione założenia Twierdzeń 1.5 i 1.6. 


Dowód Przykładu 1.1. We wszystkich trzech przypadkach mamy 


5 log(4 ous log( SOS) 
| NZ = c= f rVi ae 
[ f(x) — f(x)] log, (z| f(x) — f(z)|) = 
= [9(x)| cos(h(x)m)|] log, é [g(2)| cos(h(z)r)|]). 


W przypadku (a), ponieważ log(l + x) < a dla dowolnego z > 0, 
więc stąd otrzymujemy 


œ log(1 + 1/(log z)?) oo 1 
< —— 
| © ae | x(log x)? ce 


Zdefiniujmy teraz ciąg {£n n € N} rozbiezny do +oo oraz taki, 
że 2%:(logx;)” € N. Jest to możliwe, ponieważ funkcja 27(log x)? jest ciągła 
i rośnie do nieskończoności dla z > 1. Wtedy dla dowolnej stałej C istnieje to 
takie, że dla każdego i > 79 zachodzi 


[27 


cos(2% (log ri ml log, (x;|27'| cos(27 (log DAIT 
= 2" log x; + 2,2” log 2 > C(2” (log x;)? + 2%). 


Zatem założenia Twierdzenia 1.5 są spenione, podczas gdy założenia Twierdzenia 
1.7 już nie. 

Zauważmy ponadto, że dla dowolnego x € N w przedziale (x,y) funkcja f ma 
przynajmniej 2” (log y)? — 2” (log x)? — 2 oscylacji, gdzie 2” (log y}? = 2” [(log x)? + 1] 
i dlatego dla y > e mamy 


K p(y) > (logy)” — F(logz)” — 2 > 2" —2 


oraz K;(y) — œ, gdy y — oo. Tak więc założenia Twierdzenia 1.6 nie sa spełnione. 
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W przypadku (b) mamy 


œ log 2 
f 08 dz = œ 
1 x 


Ponadto zauważmy, ze |cos(h(x)r)| przyjmuje wartość 1 tylko wtedy, 
gdy z = 2° lub z = 3:25! oraz przyjmuje wartość 0 tylko dla z = 5-23 
lub z = 7. 2%, gdzie k € N. Tak więc w przedziale x € [2*,2**") funkcja f ma 
dwa lokalne minima w punktach 1 = 5-2*-? i x = 7-25 równe 5. 2%72 i 7.253, 
odpowiednio, oraz dwa lokalne maxima w punktach z = 2° i x = 3.25! równe 
odpowiednio r = 2**! į x = 3-2". Dlatego dla dowolnego z € R otrzymujemy, że 
K;(x) < 4, a więc założenia Twierdzenia 1.6 zostały spełnione. Kładąc x = k € N 
widzimy, że dla dowolnej stałej C istnieje dowolnie duża liczba k € N taka, że 


[k|cos(kr)|| log, (k|k|cos(kq)||) = 2k logk > Ck 


i stad założenia Twierdzenia 1.7 nie sa spełnione. 
W przypadku (c) zachodzi 


œ log 2(1+1/1 
| og 2( HE) a 
1 


b] 


więc założenia Twierdzenia 1.5 nie są spełnione. Ponadto, podobne rozważania do 
tych przeprowadzonych w dowodzie (a), prowadzą do wykazania, że Twierdzenie 
1.6 również nie jest spełnione dla (c). Z kolei wykorzystując fakt, że 


r? 


x z£ 
2*7)|1 | < —— loge? = 
ppa T)| 08 (j= lost |) ee og x 
= 20 < 2(2+ 2 |cos(27m)|) 
log 


widzimy, że założenia Twierdzenia 1.7 są spełniona dla C = 2. 
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Rozdział 2 


Mocne Prawo Wielkich Liczb dla 
sum losowo wybranych zmiennych 
losowych 


Niech (X,,n > 1} będzie ciągiem niezależnych zmiennych losowych, {A,,n > 
1) ciągiem zbiorów losowych wzajemnie dowolnie zależnych, lecz niezależnych od 


{Xn,n > 1} takich, że 
An C PAGE p.p. ,n 2 1, (2.1) 
P|sup{k : k € An} S @] = 1, 
dla pewnego, być może rozbieżnego do nieskończoności, ciągu dodatnich liczb rze- 


czywistych {@,,n > 1}. W tym rozdziale, w odróżnieniu od Wstępu, 
przez S(A,,) oznaczać będziemy zcentrowane sumy 


tC An i€ An 
a interesować nas będą zbieżności 


An An 5.1 <A 
tS, iy VEO) ZAD os 


dla pewnego normujacego ciagu dodatnich liczb rzeczywistych {b,,n > 1}, gdzie 


V(An) = $ Xi- DD EX;= DOG - EX), 


iG An iEAn iEAn 

Z(An) = X EX:-EX EX: = Dal [i € An] — Pli € An])EXi, 
iEAn 1EAn 

S(A) = ),X-E)5; X, (2.4) 
t€An t€An 
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Wszystkie te trzy typy sum będą występować w wynikach tego rozdziału. 
Jeśli ciąg {An,n € N} jest niezależny od {X,,n € N}, to wtedy 


S(An) = V(An) + Z(4n), (2.5) 
poniewaz z niezaleznosci mamy 


i€ An i€An 


Wyniki typu (2.3) oparte będą na nierówności Hajeka-Rényiego, a ich dowo- 
dy polegać będą na rozwinięciu metod opisanych w pracy Fazekasa i Klesova [9]. 
Zaznaczmy, że prezentowany tutaj wynik uogólnia zarówno MPWL typu Kołmogo- 
rowa (Twierdzenie 4), jak i MPWL typu Marcinkiewicza-Zygmunda (Twierdzenie 
5). 

Ze względu na to, że, jak napisaliśmy we Wstępie, sumy (2.4) mogą być 
rozważane jako sumy zależnych zmiennych losowych 


n n 


S(A)=Z=X7)Y=>( E X-E LX), n>, 


i=1 jEAn\An-1 jE€An\An-1 


zacznijmy od najnowszego wyniku MPWL dla sum zależnych składników Hu i We- 
bera [27] (zobacz także [26] i [25]) przeformutowanego dla naszego konkretnego 
przypadku: 


Twierdzenie 2.1 (Twierdzenie 1.1 i Wniosek 1.2 [27]). Niech 4X,,n € N} będzie 
ciągiem zmiennych losowych i niech {An,n e NU {0}} będzie ciągiem losowych 
podzbiorów N takim, ze An C An, pp. dla n € N. Niech {b,,n E€ N} będzie 
ciągiem rosnącym liczb dodatnich rzeczywistych. Załóżmy, że istnieje stała K taka, 
że dla każdego n € N zachodzi, że 


SR (2.6) 


Załóżmy, że 


ie Var(X icAn Ana Xi) (log(n))? 


» p2 oO, (2.7) 
n=l n 
= log*(k 
X sup Cov( 5 X; 5 X;) oe ) < œ. (2.8) 
k=1 "EN iCAn+1\An  iCAn+k+1\An+k 
Wtedy 
An 
„ima oy) =0, pp. (2.9) 
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Jak już wspomnieliśmy, podstawowym naszym celem w tym rozdziale jest 
udowodnienie MPWL dla £5(4,), V (An), Z(An), n € N}. W porównaniu z Twier- 


dzeniem 2.1: 
e usuniemy założenie (2.6), 
e osłabimy założenie (2.7), 


e nie zakładamy nic o strukturze typu mieszania (ang. mixing), tzn. nie zakta- 
damy (2.8). W Przykładzie 2.1 i Uwadze 2.1 w podrozdziale 2.2 skonstru- 
ujemy ciągi £X,,n E N} i {Siy n € N}, które są zależne między sobą i nie 
spełniają (2.8), ale zachodzi dla nich nasze Twierdzenie 2.2. 


e rozważamy MPWL zarówno typu Marcinkiewicza-Zygmunda, jak i typu Koł- 
mogorova. 


e technika dowodów naszych wyników znacząco różni sie od technik przedsta- 
wionych w [26], [27] i [25]. My rozwijamy techniki opisane w [9], 


ale oczywiście rozważamy bardzo specyficzne sumy zależnych ciągów {5S(A,), 
V(A,), Z(An),n > 1) zdefiniowane w (2.4). 


2.1 Mocne Prawo Wielkich Liczb dla losowych 
podciągów 


Twierdzenie 2.2. Niech {X,,n E€ N} będzie ciągiem niezależnych zmiennych lo- 
sowych takim, ze E|X,| < co,n € N i niech {An,n e NU {O}} będzie ciągiem 
losowych podzbiorów zbioru N (A, = 0) niezależnym od £X,,n € N} oraz speł- 
niającym warunek (2.6). Niech {bn,n E€ N} będzie niemalejącym, nieograniczonym 
ciągiem liczb rzeczywistych dodatnich. Załóżmy, że: 


(a) 


00 = ae. P 
SE Y,E|X,-Ex;,|4 + |Ak]? | Ay—1|4 


bę 
n=l j€An\An-1 k=n+1 k 


<œ dlaq>1, (2.10) 


(b) 


OO An q—1 
SOE SO E|x,- Ex, | <oo dlaq>1, (2.11) 
n=l JEAn\An-1 bn 
(c) 
An CAnsi, pp. dlan€EN, (2.12) 
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(d) dla każdego s > 0 


A GZ: I Só) <=) 00, (2.13) 
n=l t€An 

(e PE scan Xp I en) < œ. (2.14) 
n=l i€An 


Jeśli E|X,|74 < oo dla dowolnego n € N i dla pewnego q > 1 oraz jeśli zachodzą 
warunki (a), (b), (c), to 


V(An 
„ima : ) =0, p.p. (2.15) 
Jeśli (d) zachodzi, to 
Z(An 
„ima A) =0, pp. (2.16) 


Jeśli E|X,|?4 < oo dla dowolnego n € N i dla pewnego q > 1 oraz (a), (b), (c), 
(d) zachodzą, to 
S(An) 
b 


lim 


n—> oo 


=0, p.p. (2.17) 


Zwróćmy uwagę, że założenie o monotoniczności zbiorów (2.12) nie jest 
potrzebne do dowodu (2.16). 

W przypadku ciągu {X,, n > 1} niezależnych zmiennych losowych o jednakowym 
rozkładzie założenia tego twierdzenia znacznie się upraszczają i sprowadzają do 
oszacowań liczebności zbiorów {A,,n > 1). 


Wniosek 2.1. Niech 4 X, Xn,n E€ N} będzie ciągiem niezależnych zmiennych loso- 
wych o jednakowych rozkładach takim, że E|X| < oo. Ponadto, niech (An, n € 
N U 03) będzie ciągiem losowych podzbiorów zbioru N (A, = 0) niezależnym 
od {X,Xn,n € N} i spełniającym warunki (2.2). Niech {b,,n e N} będzie nie- 
malejącym rozbieznym do nieskończoności ciągiem liczb rzeczywistych dodatnich. 
Załóżmy, że 
(a) 
An C Any, pp. dlan€EN, (2.18) 


(b) 
JA — [Art 


> (qa E Ss 


2q 
k=n+1 by, 


| <œ dlag>1, (2.19) 


oo = g= 
Sa Ua «oo dagal, (220) 
n=l a 
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(d) dla każdego e > 0 


[e ©) 

= An|—E|An||\ EX 
S eshe p (el |-E| h 
n=l 


< ©. (2.21) 


Jeśli E|X|?4 < oo dla pewnego q > 1 oraz jeśli zachodzą warunki (a), (b), (c), to 


An 
„im a ) =0, p.p. (2.22) 
Jeśli (d) zachodzi, to 
Z(An 
„ima : |-0, p-p. (2.23) 


n 


Jeśli E|X|™ < co dla dowolnego q > 1 oraz (a), (b), (c), (d) zachodzą, 
to 


„ima =0, p.p. (2.24) 

Aby udowodnić Twierdzenie 2.2 i Wniosek 2.1, udowodnijmy najpierw klu- 
czową dla naszych rozważań nierówność maksymalną Hajeka-Rényiego 
dla {V(A,,),n > 1} postępując analogicznie do udowodnionej nierówności dla zwy- 
ktych sum i Twierdzenia 2.1 w [9]. 


Lemat 2.1. Załóżmy, że {An, n E NU{0}} jest prawie pewnie rosnącym w sensie 
zawierania ciągiem losowych podzbiorów zbioru N spełniającym (2.2) i niezależnym 
od ciągu zmiennych losowych {Xn, n € N} oraz połóżmy Ao = 0. Ponadto, niech 
01, Bo,... będzie ciągiem niemalejących liczb rzeczywistych dodatnich, natomiast 
Q1,Q2,... niech będzie ciągiem liczb nieujemnych. Niech r będzie ustaloną liczbą 
dodatnią. Załóżmy, że dla każdego m € N takiego, że 1 < m < n zachodzi: 


Emax VADI < Za (2.25) 
Wtedy 
V(A)) T E Q] 
E| max | <4 —. 2.26 
1<l<n| 0 > Br ( ) 


Dowód Lematu 2.1. Ponieważ zmienne losowe w nierówności Hájeka-Rényiego 
(Twierdzenie 1.1 [9]) mogą być dowolnie zależne, więc rozważając 
Yi = Dieana i (Xi — EX), 1 < L< m, tezę otrzymujemy natychmiast. 


Dalej pokażemy, jak z nierówności Hájeka-Rényiego wynika MPWL. 
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Lemat 2.2. Niech {A,,n € NU {0}} będzie prawie pewnie rosnącym ciągiem 
losowych podzbiorów zbioru N spełniającym (2.1): 

A, © 032. 

An C Ay pi P-P-, n > 1. 
Niech {bn,n € N} będzie niemalejącym, nieograniczonym ciągiem liczb rzeczywi- 


stych dodatnich oraz niech {an,n E€ N} będzie ciągiem nieujemnych liczb. Niech 
r bedzie ustaloną dodatnią liczbą rzeczywistą. Załóżmy, że dla każdego n € N 


n 


Bing VADI < Ha. (2.27) 
Jeśli > 
5 0% (2.28) 
I=1 2 
to 
„im rey) =0, p.p. (2.29) 


Dowód Lematu 2.2. Podobnie jak w dowodzie Lematu 2.1 zauważmy, że Twier- 
dzenie 2.1 [9] zachodzi dla dowolnie zależnych zmiennych losowych, a więc możemy 
zastosować je również do sum Y; = Viea,\4,_,(Xi — EX), 1 <I<m. 


Dowód Twierdzenia 2.2. W pierwszym etapie dowodu wykażemy, że zachodzi 
(2.15). Dowód tej części przebiega podobnie jak dowód Wniosku 3.1 [9]. Zatem, 
aby otrzymać tezę (2.15) musimy wykazać, że warunki Lematu 2.2 są spełnione. 
W celu wykazania warunku (2.27) użyjemy nierówności Burkolder'a, która dla 
zmiennej losowej V(A,,) przyjmuje postać 


2\ 4 
EWAJIE < E( © (X - Ex)” 
JEAn 
oraz nierówności Doob'a w postaci 


E| max |V (Ag) |]?4 = 


1<k<n 


= UE|msx VB) Pan = Bl < E < n,k EN] 


2 / 
(LYS EW(BJIEPIA = Be < k< n,k EN 


2q— 1 
< (571) *BIV(An) 
2q— 1 
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gdzie przez X” oznaczamy sumowanie po wszystkich możliwych zbiorach £By, 1 < 
k < n} takich, że Bi C Bi+1,1 S i S n — 1 oraz Bn C [1,2,...a,] dla i, k,n € N. 
Wykorzystując kolejno nierówność Doob’a i Burkholder'a otrzymujemy 


Blmax VADI < (545) EvA 
< @E(X (X; = EX; ) 


2 
gdzie c(q) = (24) Oe Następnie, korzystając z nierówności Holder’a dostajemy 


P(7(%-2%,)') T Peen T 


= E > (X)- Ex)” -|A|"]. 
jEAn 
Podsumowując, otrzymaliśmy 
2q q—1 
E| max W(A)|]" < e(q)E D(x- EX;)" JAR | (2.30) 


JEAn 


gdzie c(q = (45 2q Top Dla n € N kładąc 
(af (E BIX;— EXA) 
aes 1 


On = ee EX4- EXPAN = |dn-al™))), jeśli q> 1, (2.31) 


J n-1 
o(ME( > Var(X;)), jeśli q = 1, 
JEAn\An-1 
otrzymujemy 


I < 
E| max IV (Ax) |] > aj, MEN: 

Tym samym pokazaliśmy, że warunek 6%, z Lematu 2.2 jest spełniony. Łatwo 
widać, że warunek (2.28) jest konsekwencją definicji a, (2.31) i warunków (b) oraz 
(c) Twierdzenia 2.2. 

Przejdźmy teraz do dowodu (2.16). Ponieważ ze zbieżności kompletnej (zob. 
strona 10) wynika zbieżność prawie na pewno, więc aby udowodnić (2.16) wystar- 
czy wykazać, że dla dowolnego e > 0 zachodzi, że 


Zel 


n=l n 


> e < 00. (2.32) 
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Ponadto a: że mamy 
SP > e| < 3 [z(4 n) > eb,] + 00 P[Z(A a< —ebn], 
n=l 


>, n n=l n=l 
czyli aby udowodnić, że (2.16) zachodzi, należy wykazać, że 


Ve>0 57P|Z(An) > ebn| < oo (2.33) 
n=l 
oraz, że 
Ve>0 ` P|Z(4,) = —eb,| < 00. (2.34) 
n=1 


Ze zwykłej nierówności NA dla dowolnej zmiennej losowej 
PIY >el< z1) podstawiając Y = e” i wykorzystując fakt, że funkcja f(x) = 

jest rosnąca, otrzymujemy tak zwaną wykładniczą nierówność Czebyszewa 
B|>>e|2B|e" > e] < > Stosując tą wykładniczą nierówności Czebyszewa 


otrzymujemy 
00 00 Ee7(An) 
> P|Z(A) > eba] < a a 
00 a | T[i€ An] -Pliea,]) EX: 
= pen cl 
© —ebn— Y` PIIEAn]-EX; T[i€ An]-EX; 
= Sve j a : Bee i 
n=l 


Z niezależności (X,,n > 1} oraz {A,,n > 1) mamy 


5" Pļli € A,]-EX, = BHI X;), 


i=1 iE An, 
i=l 1EAn 


a stąd dla dowolnego e > 0 otrzymujemy, że 


> P|Z(An) > eb„| < So O ET] ŚR) (2.35) 


n=l i€ An 


co wraz z (2.13) dowodzi (2.33). Podobnie, zależność (2.34) wynika z (2.14), stad 

otrzymujemy (2.32) i tezę limp. a = 0, p.p. Ostatnia zbieżność 

S(An) 
bn 


= 0, p.p. jest konsekwencją poprzednich punktów i rozkładu (2.5). 


limno 
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Dowód Wniosku 2.1. Pokażemy, że warunki (2.10)-(2.14), w przypadku zmien- 
nych losowych £X, Xn, n > 1} niezależnych o jednakowym rozkładzie, sprowadzają 
się odpowiednio do warunków (2.18)-(2.21). Rzeczywiście, warunek (2.10) w tym 
przypadku można zapisać jako 


lee) A q-1 _ Ap. q—1 


iMe 


GEAn\An-1 k=n+1 bę 
25 A q-1 ZM q-1 
-gx-sxp$ef y HA Meal 
n=l  jeAn(An-1 k=ntl bę 
lee) 00 A q-1 _ Ar q—1 
= E|X- EXP E| )) IAR" — [Arl i 
= 2220: br jEAnNAn-1 
[e ©) [e ©) A q-1 _ A S q—1 
= EX - EXP" E| 3 |A| | kıl (|Anl = lAn-1l)|. 


b; 


n=l k=n+1 


Z kolei warunek (2.11) dla takich samych zmiennych losowych sprowadza się do 


|A| m 


5 E|X,=Ex,[ z 


jJEAn\ An- 1 


=E|X-EX|SVE| © 77 


n=l JEAnNAn- 1 La 


SE 


n=l 


|A|" 


p74 


[Anl 


a | 


RSA: 


-(|An| - ea 


= E|X- Ex) E| 


n=l 


= E|X - EX|” > ol 
natomiast warunek (2.13) można wtedy zapisać 


A WE > *z( U a) 
i€An 


n=l 

s: 3 GD 
n=l 

= $5 emt p (elPlAnl-lAn DEX) 
n=l 


i zupełnie analogicznie (2.14) sprowadza się do (2.21). 
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2.2 Uwagi i zastosowania 


Rozważmy teraz przyrosty następujących wyrażeń V(4,), Z(An), S(An), tj. roz- 
ważmy wyrażenia postaci Vf] = V(Anę1 An), Zin) = Z(Anę1 An); SIn = S(An4i\An) 
dla n € N, odpowiednio. 


Uwaga 2.1. Niech {X,,n € N} będzie ciągiem niezależnych zmiennych 
losowych i niech {A,n € NU {0}} będzie prawie pewnie rosnącym ciągiem pod- 
zbiorów losowych o wartościach ze zbioru 2 niezależnym od {X,,n € N}. Wtedy 


(a) przyrosty sum V (An) są nieskorelowane, 
(b) przyrosty sum Z(A,,) oraz przyrosty sum S(An) mogą być skorelowane, 
(c) przyrosty sum V(A,), Z(An) oraz S(A„) mogą być zależne. 


Dowód Uwagi 2.1. Dowód przeprowadzimy tylko dla punktu (a), natomiast praw- 
dziwość (b) i (c) wykażemy konstuując odpowiedni przykład (Przykład 2.1). 
Przypomnijmy, że {A,,n € N} są zbiorami losowymi takimi, że A, C Ani, P-P. 
dla każdego n € N i niezależnymi od (X,,n € N}. Wtedy 


Cov(Vjni, Vnękj) = Cov(V(Ans1\An), V(Anteti\Ante)) 
= Cov( Q, (X;— EX;), ‘DE 


jEAn+1\An jEAn+k+1\Án+k 
! 
= »,Cov( X (X;- EX;), X (X;,-EX))) 
j€Bo\By kEB4\ B3 


P[An = Bı, Anı = Bo, An+k e Bs, Án+k+1 m B,] 
= >. 3, 0, BGS EXE = BX) 


JEBo( Bi ke Ba\ B3 
P|A, = By, Anyi = Bo, Ask = Bs, Amigi = B,] 


= 0, 


gdzie przez sumę >” rozumiemy sumowanie po wszystkich możliwych zbiorach 
{Bkk = 1,...,4} będących realizacjami zbiorów losowych An, An+1, 
Antk, Aniki1, to znaczy takich zbiorów, że B; C Bs dla i = 1,2,3 i B4 C 
(1, 2; pis , Qntk+1]: 


Przykład 2.1. Niech B oznacza rodzinę podzbiorów Borelowskich zdefiniowanych 
na |0, 1], zaś A niech oznacza miarę Lebesgue'a na zbiorze [0, 1]. Niech {Xn,n € N} 
będzie ciągiem niezależnych zmiennych losowych o rozkładzie normalnym N (Hn, On) 
zdefiniowanym na przestrzeni probabilistycznej ([0, 1], B, A). Na tej samej przestrze- 
ni probabilistycznej ([0, 1], B,A) zdefiniujmy ciąg zbiorów losowych {A,n € N} 


44 


MPWL dla sum zmiennych losowych i pól losowych Agnieszka Gdula 


i rozszerzmy definicję {Xn,An,n € N} na przestrzeń produktową ([0,1]?,B x 
B,A x A) taką, że {Xn,n E€ N} i {An,n € Ni będą niezależne (X. ie) = 
Xn(w1), An(wi,w2) = An(w2)). Dla pewnego 0 < p < 1 zdefiniujmy 


war [0,p), jeśli n jest parzysty, 
ý [p, 1], jeśli n jest nieparzysty. 


Niech ponadto 


Bo. +1 0,1] x In, 
2 mn+1l), we [0,1] x ść 


{1,2,... n,n +2}, we [0,1] x ([0, 1JĄZ„). 


Oczywiście An C Anyi, p-p. dlan € N. W przypadku, gdy n jest parzyste, to n+ 1 
jest nieparzyste i wtedy I, = [0,p), Insi = [p, 1]. Dlatego dla w € [0,1] x [0, p] 
zbiór An+1(w) jest zdefiniowany drugą formułą, zaś zbiór A„(w) formułą pierwszą 
w (2.36). Zatem 


An1(WNAn(w) = £1,2,...,nnn+1,n+3HM41,2,...,n,n+1)] 
= {n+3}. 
Natomiast, gdy w € [0,1] x ‘lp 1], to zbiór An;1(w) jest zdefiniowany przez pierwszą 


formułę, zaś zbiór An(w) jest zdefiniowany przez drugą formułę 
w (2.36). Zatem 


Ansi(w)\An(w) = {1,2,...,n,no+1,n4+ 2}\{1,2,...,n,n+ 2} 
= {n+l}. 


Postępując podobnie dla n nieparzystego otrzymujemy 


dane ft, +1), w € [0,1P\(10,1] x hy, 
{n+3}, we [0,1] xh. 


Dowód (b) i (c) Uwagi 2.1. Najpierw wykazemy, że punkt (b) Uwagi 2.1 za- 
chodzi, tj. wykażemy, że przyrosty Z(A,) oraz S(A,) mogą być skorelowane. 
Zauważmy, że mamy 


Cov( Sn], Sin+k}) 


Cov( X X, Se. X) 


JEAnq1\An jEAn+k+1\Án+k 


De > x|- 


GEAn+1\An  JEAn+k+1NAn+k 


a| E 


JEAn+kę1NAn+k 


E 
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Ponieważ EX, = un, więc dla dowolnego n € N otrzymujemy 


z| 2. A; 


jEAn+1\An 


= Y"EX;,P[j € Ansi\Anl 


j=1 


= Mati: (1 PUn)) + Mats > Pln], 


z| > X; = Un+k+1: (1—P[I])+Hn+k+3: Pln], dla k parzystego, 
W PAG Un+k+1: Pln] +Hn+k43:(1—P[I,]), dla k nieparzystego, 


Oraz 


Bl. J X D GS 


JEAn+1NAn jJEAn+k+1\Án+k 


= E(X; X) P|] € Azad i E Antes Ark] 


= Hn+1ln+k+1 * (1 A P|In]) T Hn+3ln+k+3 * eg BEAL dla k parzystego, 
Un+1Hn+k+3 * (1 — P|In]) + Hn+3Hn+k+1 * Pln], dla k nieparzystego. 


Zatem ponieważ 


Pll) = 17: gdy In = [0, p), 
1-p, gdy In = [p,1], 


to dla dowolnego parzystego k € N mamy 


Cov(Sin, Shak) = PH] [Hin HiHntk+1 + Hn+3Hn+k+3 — Hn+1Hn+k+1 Pln] 
—  Hntinęk+3 + HnptHnęk+3P [In] — Hn+3hin+k+i 
+  Hn+sHn+k+1P nl — En+3Hn+k+3P [2] 
= PIE — P|£])(Hn+ke1 — Hn+k+3)(Hn+1 — Hn+3) 
= p(1— p)(Un+k+1 — Hn+k+3)(Hn+1 — Hn+3) 


oraz dla dowolnego nieparzystego k € N 


Cov( Sin}, Snak) = PH] [Hnt Hn+k+3 + Hn+3Hntk+1 — Hn+3Hn+k+1 Pln] 
—  Hmęifin+k+1 + Hn+iHn+k+1 Pln] — Hn+iHn+r+3 Pln] 
Un+3Hn+k+3 + Hn+3Hn+k sP[I,]| 
= P|I,](1 = P[In])(Hn+1 = Hn+3)(Hn+k+3 = Un+k-+1) 
= p(l — p)(Hn+1 — Hn+3)(Hn+k+3 — Hn+k+1)- 
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Łącząc oba wzory dla dowolnego k € N otrzymujemy, że 


Cov(Sin, Snr) = (—1)lk jest nieparzyste], (1 — p): 
(Hn+3 — Hn+1)(Hn+k+3 — Hn+k+1): 


Kładąc na przykład u = nod dla pewnego 0 > 0 dostajemy 
Cov(Sn, Sing) = (—1)" Jest nieparzystej (1 _ p) - 462 4 0, (2.37) 


czyli przyrosty S(A,) mogą być skorelowane. 
Analogicznie zastępując w oszacowaniu Cov( Sn], SIn+k]) wszędzie X; przez uj, j > 
1, mamy 


Cov( Zin, Zin+k)) = Cov( 5 Hj, 5 Uj) 


JEAn+1NAn JEAn+k+1NAn+k 
= (—1)!k jest nieparzystej, (1 <p)*( 


Hn+3 — Hn i) asked Hn+k+1)- 


Zatem przyrosty Zin] również mogą być skorelowane. Kończy to dowód punktu (b). 

Z kolei, w celu udowodnienia punktu (c) załóżmy, że k jest parzyste, u, = 0 
oraz rozważmy funkcje charakterystyczne dla (Vin), Vin+k]), Vin], Vin++k] oznaczone 
odpowiednio przez ÓW Wią) > PVinj PVina ny: WYkażemy, że istnieją liczby rzeczywi- 
ste t,s oraz ciąg dodatnich liczb rzeczywistych {o,,n > 1} takie, że jeśli X, ~ 
N(0,a,), to 


J(n) = PD (Ving Wini) (© s) z dy (t) ` Oy, (5) # 0. (2.38) 


Wtedy z (2.38) otrzymamy zależność przyrostów V(A,,). 
Zauważmy więc, że dla parzystego k mamy 


dv) (Bi = Ee>-ieAn An a 
o2 t2 o2 t2 
= (1- Pe + Pllje "2, 
O (5) = ZZS wo 
o2 52 o2 s2 
= (1—Pl,])je- 2 oPh "2, 


WaVe (tS) = (1 PEE Eee 4 Bea BeK p 


2 2 2 2 
Tn+k+1 Sn+k+3* 
2 2 


= (1- Pile Te SET + Pree 
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Kładąc o; = log( = ), t= V2, s = V2, p = 0.5, dostajemy 


7 (n+4)(n+k+4) (n+2)(n 
a 28 in 33m+k+3) (n+1)\(n 


1 n+4 n+2 n+k 4 n 
5 ZEE | a k+3 n 
a 1 1 1 1 1 
7 RS ee) | 
: £0, 


_( 
el 


a) a s| o> 


e(ntk+1)(n+k+3)(n+1)(n+3) 


czyli przyrosty V(A,,) mogą być zależne. Ponadto, jak wykazano powyżej, przyro- 
sty S(A,,) i Z(An) mogą być skorelowane. Wobec tego mogą być one także zależne, 
ponieważ wiadomym jest, że skorelowane zmienne losowe są zależne. To kończy do- 
wód punktu (c) i tym samym dowód Uwagi 2.1. 


Uwaga 2.2. Definiując (X,, An,n € N} jak w Przykładzie 2.1 z un = nô dla 
pewnego ô > 0 i on = l,n EN, Twierdzenie 2.1 nie zachodzi dla żadnego ciągu 
{bn,n € N}, podczas gdy, jeśli dla pewnego q > 1 


09 © (fe 4 |)a-1— k! 
232. a < œ, (2.39) 
k 


n=lk=n 
oo q—1 
Syor < ©%, (2.40) 
n=l n 
errr < œ, (2.41) 
n=l 


to dla takich ciągów warunki (2.10)-(2.14) zachodzą. W szczególności bn = n, 
n > 1,q =2 spełniają (2.39)-(2.41). 

Dowód Uwagi 2.2. Niech (X,,n > 1) będą niezależnymi zmiennymi losowymi 
o rozkładzie X, ~ N(j6, 1) dla pewnego ô > 0. Wtedy X, — EX, ~ N(0,1). Niech 
zbiory losowe {A,,n > 1) będą zdefiniowane tak, jak w Przykładzie 2.1. Wtedy 
ze wzoru (2.37) mamy, że 


SS supCov( 5 X, 5 Xi) 


k=1 nEŃ t€Any1\An  IEAn+k+1NAn+k 


pelt) = 4p(1— p)? E 


= OO, 


więc warunek (2.8) Twierdzenia 2.1 nie zachodzi niezależnie od wyboru ciągu 
normującego {b,,n > 1}. Z drugiej strony oznaczając przez ką moment cen- 
tralny rzędu 2q zmiennej losowej o rozkładzie N(0,1) mamy w naszym przy- 
kładzie E|X, — EX,|?1 = k, oraz, ponieważ zawsze w Przykładzie 2.1 zachodzi 
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|An\An—i] = 1,n > 1, więc 


2, E|X; — EX] = kqlAn\ Anil = kg 


it€An\An-1 


a także z faktu, ze |A„| = n+1 warunki (2.10) i (2.11) sprowadzają się odpowiednio 
do (2.39) oraz (2.40). 

Ponieważ w naszym Przykładzie 2.1, w przypadku gdy A, =41,2,...,n,n+1) ma- 
my jean Xj ~ N( (nt Unt?) 6,/n+1), zaś na zdarzeniu 
An = {1,2,...,n,n +2} mamy Xjes, Xj ~ N(=% + (n + 2))6, Vn + 1), więc 


ge = (CET ra 


i€An 


BY] et? = ef (PL, + (1— Ple, 
iEAn 
czyli 
g me Yk. iD II TEX m g bne+( See Bey pó)F 2230 a (1 = p)e*) 
t€An 


= e net) (p + (1 z p)e”*) 
= Gee, 


zatem z (2.41) otrzymujemy (2.13) i (2.14). 
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Rozdział 3 


Mocne Prawo Wielkich Liczb dla 
pól zależnych zmiennych losowych 
o jednakowym rozkładzie 


W tym rozdziale rozważać będziemy wielowymiarowe sumowanie po zbiorach pod- 
zbiorów N¢,d > 1, d—wymiarowego pola zmiennych losowych zależnych o jedna- 
kowym rozkładzie. Teraz więc rozwazamy pole zbiorów losowych {A,,n € N°} 
takich, że A, : Q + 2N". Zakładać też będziemy, że zbiory {Ann € NV) są 
prawie pewnie ograniczone przez pole liczb fa,,n € N°} oraz jeśli k < n, to 
Ak C An, k,n € N¢, p.p. Nawet jeśli d = 1, to technik polegających na zamianie 
sumy S(A,) na Zn = X, Dozeaa,_, Yj nie można by było bezpośrednio zastoso- 
wać, bo ciąg (>;jea,NA,_, Yj n > 1} jest ciągiem zależnych zmiennych losowych, 
ale juz o różnych rozkładach, a rozważane tutaj pola losowe dodatkowo kompli- 
kują pojęcie przyrostu. Niemniej odpowiednik tego rozwinięcia będzie w dowodzie 
w różnych miejscach wykorzystywany. 


Zacznijmy jednak od twierdzeń w nielosowym jednowymiarowym przypadku. 
Główny wynik pracy [46] możemy sformułować następująco: 


Twierdzenie 3.1 (Twierdzenie 2.1 [46]). Niech (X, X„,n > 1) będzie ciągiem 
dowolnie zależnych zmiennych losowych o jednakowym rozkładzie z częściowymi 
sumami Sh = Yh, Xn > 1. Niech {bn,n > 1) będzie niemalejącym ciągiem 
dodatnich liczb spełniających 


b b b; 
= = Oint — ) 3.1 
nnn Ln) (inf IL) ed) 
dla pewnej L : (1,00) — (0,00) niemalejącej wolno zmieniającej się (ang. slowly 
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varying) funkcji. Jeśli 


> „l 


nL — Ppa < |X| < bn] < œ, 3.2 
LA(S ggb < 1X1 <b (3.2) 
to wtedy MPWL zachodzi, tzn. 

gdy n > ». (3.3) 


Warto zauważyć, że dla (3.3) żadne założenia o momentach X nie są wyma- 
gane i że (zob. Uwaga 2.1 [46]) warunek (3.2) implikuje, że 


00 


2 PIII > b] 


W ten sposób Twierdzenie 3.1 uogólnia znany wynik Martikainena and Petrova 
[38]. 

Zatem prezentowany tutaj wynik będzie uogólniał Twierdzenie 3.1 na przy- 
padek pola zmiennych losowych (X, Xn, n € N*} dowolnie zależnych zmiennych lo- 
sowych o jednakowym rozkładzie. Sumowanie rozciągać będziemy po polu 2™ war- 
tościowych zbiorów losowych niezależnych od £X, X,,n € N°}, zaś {bn,n € Nî} 
będzie normującym rozbieżnym do nieskończoności ciągiem niemalejących (w sen- 
sie relacji k < n w N¢) dodatnich rzeczywistych liczb. Chociaż główny wynik nie 
wymaga centrowania, to jednak rozkład typu (2.7) będziemy też rozważać, ale 
tutaj, w odróżnieniu od poprzedniego rozdziału, przez S(A) rozumiemy niezcen- 
trowane sumy J kes Xx. Zatem 


V(A) = 2,5;—0,EX, (3.4) 


iEA iEA 
Z(A) = Y EX -EJ EX; (3.5) 
iEA iEA 


Oczywiście, w przypadku gdy A jest niezależny od {X, Xn, n € N1} mamy 
S(A) — ES(A) = V(A) + Z(4), (3.6) 


a jeśli dodatkowo zmienne losowe (X,,n € Nf} maja jednakowy rozkład, 
to 


V(A) = X- |A|EX, 
iEA 
Z(A) = ((A| -E|A|)EX 
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Zawsze też, w tym rozdziale, będziemy zakładać, że zbiory fA,,n € N9} 
są dowolnie zależne, ale niezależne od fX,,n € NĄ i istnieje pole dodatnich 
liczb rzeczywistych {an,n € N*} być może, w dowolnym sensie, rozbieżne do 
nieskończoności, ale takie, że 


Plsupfk:ke An} S an] = 1 (3.7) 

oraz 
Ak C Ap; k<n. (3.8) 
Zawsze też, podobnie jak w całej pracy doktorskiej, uzupełniamy definicję rodziny 
{Ann € NÎ} o Ak = 0 dla wektorów k = (ky,ka,...ka) takich, 


że kj > 0,1 < j < d, dla których istnieje 1 <i < d takie, że k; = 0. 


3.1 Mocne Prawo Wielkich Liczb dla zmiennych 
losowych zależnych o jednakowym rozkładzie 


Twierdzenie 3.2. Niech (X, X,,n € N°} będzie polem dowolnie zależnych, ale 
o jednakowym rozkładzie zmiennych losowych i niech {bn, n € N°} będzie polem nie- 
malejących dodatnich liczb takim, że limp gc bn = 00. Niech (An, n € N°} będzie 
polem losowych podzbiorów N°? takich, że dla pewnego rozbieżnego do nieskończo- 
ności pola liczb rzeczywistych a, mamy, P|supzeą, £ > Qn] = 0 i P[Ak C An] = 1, 
k < n. Załóżmy, że pole (An, n € N') jest niezależne od (X, Xn, n € NĄ) 
i skojarzmy z każdym takim polem funkcję 


p(n, k) z E| [An \ SH Ang] N |k, oo|, n, KE N’, 


gdzie |A| oznacza moc zbioru A, natomiast [k,oo) oznacza zbiór {l : k < L}. 
Załóżmy, że 


> PURI bal. < o; (3.9) 
nEeNd 
1 
225 2, Plmax bre, < |X| <bdww(n,k) < oo. (3.10) 
nENd "R pena = SIS 
Wtedy 
S(An 
im, : n) =0, p.p. (3.11) 


Chociaż, jak wspomniano w [46], dla MPWL tej postaci istnienie pierwszego 
momentu X nie jest konieczne, ale w następnym wyniku rozważać będziemy wpływ 
centrowania na MPWL. 
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Twierdzenie 3.3. Niech 4X, Xn, An, bn, n € N% będzie takie jak w Twierdzeniu 
3.2 i niech E|X| < oo. Załóżmy, że 


5, PIX — EX| > bi] < œ, (3.12) 
neNé 
1 
Sy P| max br-e, <|X — EX|<bzlbę(n,k) < oo. (3.13) 
neNd TkeNd wór 
Wtedy 
V(A, 
im, n) =0, p.p. (3.14) 


n 


Jeśli dla pewnej dodatniej liczby € prawdziwe są nierówności 


3 (e Bel4el-BIAsDEX) RE (3.15) 
neNd 
D GZ < œ, (3.16) 
nEeNd 
to wtedy 
Z(An 


n 


Przy założeniach (3.12), (3.13),(3.15) i (3.16) mamy 


im Slán) — BS(An) 


no bn 


= 0, p.p. (3.18) 


Następujący wynik wyjaśnia sytuację dla d = 1. 


Wniosek 3.1. Niech {X, Xn, n € N} będzie ciągiem dowolnie zależnych zmiennych 
losowych o jednakowych rozkładach, niech {bn,n € N} będzie ciągiem niemaleją- 
cych rozbieżnych do nieskończoności dodatnich liczb. Niech 4An,n e N} będzie cią- 
giem losowych podzbiorów N takich, że dla pewnych rozbieżnych do nieskończoności 
liczb rzeczywistych a, mamy P|supzcą, £ > a] =0iP|AAC4,|=1,k<n. Bẹ- 
dziemy zakładać, że {A,,n E N} i 4X, Xn, n € N} są niezależne. Ponadto załóżmy, 
że 


XAO PIX| >b] < œ, (3.19) 
n=1 
Serias E Le. SEO) Ses. 4800) 
k=1 n=1 n 
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Wtedy 4 
lim —— =0, p.p. (3:21) 


Jeśli dodatkowo założymy, że 
(i) E|X| <œ i EX £0, 
(ii) (3.19) i (3.20) zachodzi z X zastąpionym przez X — EX, 


(iii) dla každej dodatniej liczby rzeczywistej € mamy 


ŞS ebhe pellAnl-EIAnDEX < m, (3.22) 
n=l 
3 e-beepę-(Anl-EIALDEX < oo, (3.23) 
n=l 


to wtedy 


Łatwo sprawdzić, że warunek (3.19) wynika z (3.20) i z warunku 


by & k 
lim inf D a IE 


Zatem z Wniosku 3.1 wynika Twierdzenie 2.2 [16]. 


Wniosek 3.2. Załóżmy, że A, = {1,2,3,...,n},n > 1, p.p. i (3.1) zachodzi. Wte- 
dy (3.2) implikuje (3.19) i (3.20). W ten sposób Twierdzenie 3.2 jest uogólnieniem 
Twierdzenia 3.1. 


Dla pola zmiennych losowych € = {e,,n € N%) połóżmy (zobacz sumy zde- 
finiowane przed Uwaga 2 i ich zależności rozważane w tej Uwadze na stronie 13) 


S„(E) = 2, ck X. 


kn 
Jeśli {en, n € N“} sa zmiennymi losowymi takimi, że 0 < Pie, = 0] = 1 — Plen = 


1] < 1, n € NY to wtedy powyższa suma może być interpretowana jako suma 
obserwowanych (en = 1) i nieobserwowanych (e, = 0) zmiennych losowych. 
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Twierdzenie 3.4. Niech {X,,n € N7} będzie polem niezależnych zmiennych lo- 
sowych o jednakowym rozkładzie i niech € = 4e, En, n € N°} będzie polem zależnych 
zmiennych losowych o jednakowym rozkładzie Pile = 0|=1-Ple=l|=q= 
1—p,0<q <1. Zakładamy, że pola (X,,n € NÎ} i (e, en, n € N“} są niezależne. 
Jeśli 


> P[|X| >b] < œ, (3.25) 
neNd 

1 
5 P[max bye, < |X| < < balbs > y < œ, (3.26) 

keNd SS nok VR 

to wtedy 
Sn 

„ima Sale) = 0, p.p. (3.27) 


3.2 Dowody głównych wyników 


Z [32] Dodatku A.5 przypomnijmy Definicję A.8 i Propozycję A.5. 


Definicja 3.1 (Definicja A.8 [32]). Pole fA|z(n)|,n € N°} jest nazywane polem 
przyrostów pola {x(n),n € NY jeśli 


= 5" A|z(k)] dla wszystkich n € N°. (3.28) 


k<n 


Kładąc x(n) = 0, gdy min(n,,l < i < d} = 0 pole przyrostów {A|x(n)], 
n € Nó%) dla dowolnego {x(n), n € NY jest jednoznacznie zdefiniowane 
poprzez 
Az(m]=") (-5*r"ee(m — ôi... na — ôa), (3.29) 
(61,...60)EKa 


gdzie ką oznacza zbiór wszystkich d wymiarowych wektorów, których współrzędne są 
równe 0 lub 1. Suma po prawej stronie (3.29) jest brana po wszystkich 2% możliwych 
kombinacjach liczb 0,,...,óa E€ {0,1}. Rozważając pola zależne od wielu parame- 
trów, aby wskazać względem którego parametru są brane przyrosty, ten parametr 
będzie zaznaczony w dolnym indeksie, np. A,x(n, k,l). 


Lemat 3.1. Niech (B,,n € N°} będzie polem niemalejących, w sensie zawierania, 


podzbiorów przestrzeni N? tzn. jeśli k <n, to By C Bn. Niech {an,n € N7} będzie 
dowolnym polem liczb rzeczywistych i niech Y będzie dowolną zmienną losową. 
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Oznaczmy e; = (0,...,0,1,0,...,0) E N°. Wtedy 
i-1 d-i 
Ail 7 a] = >. 10% (3.30) 
JEBk JEBINUŚ_, Bie, 
AE|Y [IY] € Bal] = E|Y|[IY| € Be\ Ufa Be-ej]. (3.31) 


Dowód Lematu 3.1. Równanie (3.30). Dowód przeprowadzimy indukcyjnie po 
d. Niech d = 1. Ponieważ By_; C Bx, więc 


AŻ aj=ar= f a Do y= >, a 


JEBĘ JEBk JEBk-1 JEBkNBk-1 


Załóżmy, że (3.30) zachodzi dla pewnego d i rozważmy d + 1 wymiarowe pole. 
Kładąc I(B) = Xjes aj, bezpośrednio z (3.29) mamy, że 


Ak kaj Piza A kM Ea Biz) 
a A (ir ska)! (Biki, kakapı-1)) 


i z założenia indukcyjnego 


(Bia ....kaka1) \ SA Bia ,..skaskaz1)—€;) (3.32) 
(Biene A N Bita ,kakapi—1)-e;) 
(Póuadaka = IU Biada) 
(Biki, kakan1-1)) + E ares) eee EB) 


Teraz, ponieważ {B,,n € Nî} jest polem niemalejących podzbiorów, więc dla 
każdego 1 <i < d mamy, że 


Bije kaska) -e, N Pa kaskaąjc 1) = Ben kaski 0-645 
co implikuje, że 
d = d 
U Biki kakapi) -e| PPG adikia DF ULP (ki, kakap1—1)—e; 


i ze znanej tożsamości 


X dr "),Qz+V,Qdr— SY) az, 


i€ AUB iEA iEB i€ ANB 
zatem kładąc k = (ky, ko,..., kayı) 
TUE Sea) = NU. Bra) F I(Br-e4,,) = IU Bao] 
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i jako konsekwencję (3.32) 
ArI (By) = I(BINUŻHG Br-e,), 
otrzymujemy (3.29). 
Dowód (3.31) przebiega podobnie jak ten powyżej, zastępujemy tylko ope- 
racje na zbiorach, po których sumujemy przez operacje na zbiorach po których 
całkujemy. 


Lemat 3.2. Niech {Ya n € N7} będzie polem nieujemnych zmiennych losowych. 


Jeśli 
ZY, <0; (3.33) 
neNd 
to wtedy 
dn <œ, pp. (3.34) 
neNé 


Dowód Lematu 3.2. Niech Sn = Sen Ye, S = “rena Yk oraz my, = maxtk;, 1 < 
i < d}. Wtedy dla dowolnego e > 0 mamy 
Żnina >M Yn 


P| sup [Sk — Sp| > e] < 
{k,n:mp>M,mn>M} z E 


— 0, gdy M > œ, 


w ten sposób 
P|lim sup Sn — lim inf Sn > e] = 0, 
tak, że 
lim sup Sn = liminf 5, = S, p.p. 
Ponieważ 
ES 
P|sup Sn > M] < 77 — 9, gdy M w, 


więc w konsekwencji S < oo, p.p., co należało pokazać. 


Dowód Twierdzenia 3.2. Ponieważ 


S(An) = >) XIX] > b] + >) XI[|X| < bz], (3.35) 


iE An IEAn 
więc aby otrzymać (3.11) wystarczy dowieść 


Pea, XiX; > b 


Jim ; = (i (3.36) 
i XI Xi] b 
ZE AMIGA) _ a 
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Dla dowodu (3.36) zauważmy, że z (3.9) i Lematu Borela-Cantelliego mamy 
PII|X,| > bn] n.w.] = 0. W ten sposób istnieje N? - wartościowy losowy wektor Y 
taki, że P[Unsy|Xn| > bn] = 0. Stąd, jako konsekwencję, mamy Hey Xn [| Xn] > 
bn] = 0, p.p., a więc 7 


2, AMIX > b] < 2, GZ] > ba] <00, p.p. 


iE An nEeNd 


co, ponieważ lim, bn = 00, implikuje (3.36). 


Z (3.28) i z Lematu 3.1 (zob. (3.31)) wynika, że 


Viesn |XalZ[|Xa] < b] 


AD XX] < 2] 


1 
On kśn te Ap 
1 
On k 


S> XM: < b. (3.38) 


k<n je EAJNUS_ 1Ak= e; 


Chociaż, w ogólności, Lemat Kroneckera nie zachodzi dla pól indeksowanych N¢ 
gdy d > 1, ale jeśli składniki sa nieujemne i pole {b,,n € Nf} jest niemalejące 
i nieograniczone takie, że lim oc bn = 00, to możemy zastosować Lemat Kronec- 
kera (zob. [32] Dodatek A.7 str. 421-422). Dlatego z (3.38) równość (3.37) będzie 
zachodzić po wykazaniu, że 


> m > |XX] < bj] < 00, p-p. (3.39) 


neNd bn iE An\UF_ An ej 


Z Lematu 3.2, dowód (3.39) i w konsekwencji Twierdzenia 3.2 jest kompletny przez 


pokazanie, że 


=»; tp y |X;I[|X;| < bi] < oo. (3.40) 


d bn 
neN 1EAn n\US_ 14n- e, 


Ponieważ pola {A,,n € N°} i £X,,n € N“} są niezależne, to 


I= a ZE S. EJXII||X| < b] < oo. (3.41) 


nena i€An\U$_) Ane, 


Kładąc B, = [0, bn], n € N? w Lemacie 3.1 i zauważając, że dla tak zdefiniowanych 
zbiorów mamy B,\ UŽ; Bae, = [maxi<ica bn-e,; bn], tak więc z (3.28), 3.1 (3.31) 
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i (3.41), otrzymujemy 


1 
P= Vee 2, MAX max be, < |X| <bj 


nEN% Z  jEAnIUf_An—e, ISi 


1 
= dS 2, EX [max br-e, < |X| < bx] E >> 1 
nENT % kENd s, 1€An\UF_| Ane i> 


1 d 
= b» Be > E X |I[ max br-e, < |X] < bg] E|[An\ Uj An-e,] N [k, oo| 
neNd “2 keNd 


1 
< DH DY Plmax bre, < |X| < bildgB[An\ UL) An—e,] O [k,00)], 


l<j<d 
nENd R keNa $ 


co z (3.10) kończy dowód. 


Dowód Twierdzenia 3.3. Postępując dokładnie tak jak w dowodzie Twierdze- 
nia 3.2 z X; i X zastapionymi odpowiednio przez X; — EX; i X — EX, mamy 


= Q0, p.p. (3.42) 


Aby dowieść (3.17) wystarczy pokazać, ze dla dowolnego rzeczywistego e > 0 


zachodzi 
= lee 


neNd 


> e| < oo. 


Z wykładniczej nierówności Czebyszewa wnioskujemy, że 


E Z(An) 
5 P[Z(An) > eb, < = 
neNd g 5 neNé or 
— X, e Sn FpręllAnl-F|An|)EX 
neNé 
i podobnie 

>. P|Z(An) < —ebn| < SD ee Beal Blane, (3.43) 
neNd nEeNd 


W ten sposób (3.15) i (3.16) kończą dowód (3.17), podczas gdy (3.17),(3.14) i (3.6) 
kompletują dowód (3.4). 
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Dowód Twierdzenia 3.4. Stosujemy Twierdzenie 3.2 dla zbiorów losowych zde- 
finiowanych przez 


An(w) = fi: alw) =1,i < n}, n E N’. (3.44) 


Oczywiście tak zdefiniowane zbiory losowe spełniają warunek Ay C Án, k < ni są 
ograniczone przez Œn = |n| = [I4] n;. Ponadto 


y(n, k) = pl|k < n], 


tak więc z (3.26) otrzymujemy (3.10). Teraz Twierdzenie 3.2 kończy dowód Twier- 
dzenia 3.3. 


3.3 Uwagi i przykłady 


Uwaga 3.1. Jako konsekwencję dowodów zauważmy, że założenia (9.9), (8.25) 
i (3.12) mogą być osłabione do odpowiednio: 


2 P||X| > bn] < oo 


nE|Uzepd Ax (O)| 


So PIJX-EX|>b,] <oo. 


nE|Upeyd A (O)| 


Przykład 3.1. Niech {An,n > 1} będzie ciągiem niezaleznych losowych zbiorów 
o rozkładzie 


1 
PIA, = [1,n+k]) ON) = —, k=0,1,...,m-1, 

Mn 
dla pewnego niemalejącego ciągu {my,n > 1) dodatnich liczb całkowitych. Niech 
1X, Xn n > 1} będzie ciągiem dowolnie zależnych, ale o jednakowym rozkładzie 
zmiennyh losowych niezależnym od (An, n > 1}. Załóżmy, że dla pewnego rozbiez- 
nego do nieskończoności ciągu {b,n > 1) i pewnej niemalejącej wolno zmieniają- 
cej się funkcji L : [1, oo) — (0,00) zachodzi 

b 


—"_-+00 oraz inca inf b; 
nL(n) nL(n) = j:5+m;>n jL(j) minfm;—n+j, m; ) 


). 85) 


Załóżmy ponadto, że 


sz 2 1 
Yalin) (> ao a IS See. (3.46) 
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Wtedy 4 
lim Se S 0, p.p. (3.47) 


n 


Załóżmy dodatkowo, że E|X| < œ, EX #0 


— œ, gdy n — œ. Wtedy 


) |. 


im S(A,) — ES(An) 


n—00 bn 


=0, p.p. (3.48) 


Dowód Przykładów 3.1. Ponieważ A, i An_1 są niezależne, więc 


Mn—1 minfl,mn-1)—1 1 
vlnk=">, > |[n + t,n +1] n [k,oo) NN 
1=0 t=0 Mn Mn—1 
imam ((Mn + 2)3 — (Mn — Mn-1 +2)3), jeżeli k < n 
hoe (n+m,-k+1)o, jeżeli mi S k= n < Mn, 
= (n+mMmn—1+1)2(k-n+1) | (mn=k+n+1)3—(mn—mn-1)3 jeżeli (shen 
2MnMn-1 6MnMn-1 ’ n—-1) 
0, poza, 
2Mn +4 


jeżeli k < n 
, jeżlin<k<n+m, 
0, jeżeli n + m, <k, 


3 2. 
< Mn —k+n 
= 2 


gdzie (x), = [IIzo(z — k) oznacza n-tą dolną silnię liczby z. Dlatego 
dla dowodu (3.10) wystarczy dowieść, że 


I = Yb, P [bya < |X] <w( > Ek 3 moet) < 00 
k=1 n:n>k bn n:n+mnżkzn bn 


Postępując analogicznie do dowodu Uwagi 2.1 [46] z (3.45) i (3.46) otrzymujemy, 
że 


OO, 


I< > kL(k)P[bp-1 < |X| < be] > 


nintmn>k 


nL(n) 
PIX| > bn] A 0 lbn- < |X| < bn] < œ, 

n=l n=l 

co razem z Wnioskiem 2.1 kończy dowód (3.47). 

Ponieważ 


EellAn|-ElAn |) EX Cerrar A 


< 
Ee(FIAn|-IANDEX < Ce(ntmn)|EX| 
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bn 


Oraz EEG, 


— oo, więc (3.17) zachodzi, zaś (3.48) jest konsekwencją tego, że 


00 
)9 eC (ntmn)—bne < OO. 


n=1 


Kładąc P[N, = n + k| = + k=0,1,2,...,m, — 1, widzimy, że w Przykładzie 
3.1 mamy 


Nn 
i=1 


W ten sposób, w tym przykładzie, sumy po losowych zbiorach sprowadzają sie 
do losowo indeksowanych sum. Tego jednak nie można powiedzieć o następnym 
przykładzie. 


Przykład 3.2. Niech {kn, Mn, n > 1) będą dwoma niemalejącymi ciągami do- 
datnich liczb całkowitych. Niech {An,n > 1} będzie ciągiem zależnych losowych 
zbiorów takich, że A, jest ograniczonym zbiorem o dowolnym rozkładzie oraz 


1 
PIA,=A„Ufn+k,n+k+1,...,n+k+k„—1)]=—-, (3.49) 


Mn 
dla k = 1,2,...,m,. Niech {X, Xn, n > 1} będzie ciągiem dowolnie 
zależnych, ale o jednakowym rozkładzie zmiennych losowych niezależnych 
od {An,n > 1}. Załóżmy, że dla pewnego rozbieznego do nieskończoności 
ciągu {bnn > 1} i pewnej niemalejącej wolno zmieniającej się funkcji 
L: [1,oo) + (0,00) mamy 


„z Jodki O f o a REG) (3.50) 
Ponadto załóżmy, że 
Snl) > OLE < |X| < by] < oo. (3.51) 
Wtedy 
e ua PP. (3.52) 
Jeśli dodatkowo zakładamy, że E|X| < o, EX #0 oraz 


bn 
min{ doy kj : n + kn + mj 


œ, gdy n — oo, 


to wtedy zachodzi 
S(An) — ES (An) 


noo bn 


= 0, p.p. (3.53) 
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Agnieszka Gdula 


Dowód Przykładu 3.2. Postępując tak jak w dowodzie 
dochodzimy do 


ka k<n Mn kn, 
|An\An-1 N [k, 00)| < [ 0, k>n+mtkn 
i oszacowujemy 
= k 


k=1 nn+mntkn>k 
Ostatnie stwierdzenie Przykładu 3.2 wynika z tego, ze 


bn 
min{} -1 kj a+ kn + Mn} 


ponieważ 


|An| < minf) kj:n+ krt Mr}, nèl. 
j=1 


Przykładu 3.1 


oo, gdy n > oo, 
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Rozdział 4 


Prawie Pewne Centralne 
Twierdzenie Graniczne dla sum 
losowych pól 


Prawie Pewne Centralne Twierdzenie Graniczne (PPCTG) sformułowano 
po raz pierwszy dla ciągu niezależnych zmiennych losowych o jednakowym roz- 
kładzie {Xn,n > 1} 2 EX, =01 EX? =1: 


>| <a] = 90), po (4.1) 


k=1 


1 
im 
noo logn 


dla każdej wartości z, gdzie I|-] jak zwykle oznacza funkcję charakterystyczną lub 
indykator zdarzenia, ® jest dystrybuantą standardowego rozkładu normalnego, 
a Sn jest n-tą częściową sumą zmiennych losowych £X,, n > 1}. Szczegółową hi- 
storie PPCTG można znaleźć na przykład w pracy [1] lub monografii [30], podczas 
gdy główne techniki dowodów sa rozwinięte w [5] i [6]. Ogólne podejście zarówno 
do MPWL, jak i PPCTG można znaleźć w pracy Ryszarda Jajte [29]. 

Oczywiście, jeśli powyższe założenia i Centralne Twierdzenie Graniczne jest 
spełnione dla ciągu {X,, n > 1}, tzn. dla każdego x 


EA 


P| < z — (x), gdy k > œ, (4.2) 
to implikuje, że 


1 


lim 
n>% |ogn 


3 Pia < z! = 6(a). (4.3) 


k=1 


W tym rozdziale, podobnie jak w poprzednim, rozważać będziemy sumo- 
wanie po zbiorach podzbiorów Ņł,d > 1, d—wymiarowego pola zmiennych lo- 
sowych niezależnych o, być może, różnych rozkładach. Tak więc, zbiory loso- 
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we {A,,n € NY) są takie, że A, : Q + ON" Zakładać też będziemy, że zbio- 
ry {A,,n € N“} są prawie pewnie ograniczone przez pole liczb fa,,n € N9}, 
jednak nigdzie w tym rozdziale nie wystąpi założenie o monotoniczności względem 
operacji zawierania zbiorów (A, n € Nî}. 

PPCTG dla wielowymiarowych pól było badane w pracach, na przykład 
w [10], [11] oraz [43]. Nasze wyniki uogólniają znane dotąd wyniki w następujących 
kierunkach: 


(a) Opuszczamy założenie, ze (X,,n > 1} jest polem zmiennych losowych o jed- 
nakowym rozkładzie. Zatem, zamiast (4,n € N} i fyn,n € N}, rozważamy 
ogólne pola fd,,n € N7} i {bn, n E€ N“}, odpowiednio. 


(b) Rozważamy losowo wybrane składniki w sumach, to znaczy rozważamy sumy 


postaci 
S(An) = >, X-E), X (4.4) 
kEAn kEAn 
i 
S(An) = SD (Xx — EX). (4.5) 
kEAn 


Twierdzenia typu (4.2) sa nieznane dla sum typu (4.4) i (4.5), tak wiec nasze 
Propozycje 4.1 i 4.2 sa nowymi wynikami. 


Zauważmy, ze (4.4) i (4.5) można również zapisać jako odpowiednio: 


S(An) = > (X,I[k € An] = EX,P|k € A,]) 


keNd 


S(4,) = Ð Ik € AJJ(X, — EX), 


keNd 


W ten sposób można rozważać nasze wyniki jako rozszerzenie PPCTG do 
sum zależnych zmiennych losowych pól £X,1|k € An], k,n € NY). 


Rozdział 4.1 zawiera sformułowania głównych wyników, Rodział 4.2 dowody, 
natomiast uwagi i przykłady opisane zostały w Rozdziale 4.3. 


4.1 Prawie Pewne Centralne Twierdzenie Gra- 


niczne dla losowych sum losowych pól 


Pierwsze wyniki dla PPCTG dla pól losowych są zawarte w [11] i [10]. Przepisze- 
my Twierdzenie 2.1 z |11] z lekko zmienioną notacją i z lekko zmodyfikowanym 
dowodem. 
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Definicja 4.1. Rodzina {dn,n E€ NÎ} liczb rzeczywistych jest nazwana polem typu 
produktowego, jeśli istnieje macierz {dnin € N,i = 1,2,...,d) liczb rzeczywistych 
taka, że dla każdego n € N* zachodzi dn = IŁ dni 


Definicja 4.2. Pole {dn,n € N') jest nazywane niemalejącym (nierosnącym), 
jeśli dm S dh (dm 2 dn) dla każdego m < n. 


Twierdzenie 4.1. Niech {Yn,n € N7} będzie prawie pewnie ograniczonym po- 
lem losowym takim, że EY, = 0, n € N”. Załóżmy, że dla pewnego nieujemnego 
i nierosnącego pola {dn,n € N*) typu produktowego takiego, że 


d >0, So da= (4.6) 


nEeNd 


i dla pewnego 8 >0 il< y< 2 oraz dla każdego i < j zachodzi 


d;\ 6 
Evy < c(Z). (4.7) 
p y 
dd < C( E d) (4.8) 
iSkSjisl<j i<k<j 
dn 
DM 4.5 (4.9) 
nEeNd n 
gdzie Dn = Vien di. Wtedy 
1 p.p. 
oD e gdy no. (4.10) 
Dn kśn 


Wniosek 4.1. Niech {Y,,,n € N“} będzie prawie pewnie ograniczonym polem lo- 


sowym takim, że EY, = 0, n € N°. Jeśli przyjmiemy, że dn = Irl oraz Dn = 
5 n 
C,,| log n|, gdzie Cn = ies E oraz jeśli dla pewnego 3 > 0 i dla każdego k,l € N” 
2 ; 2 | log n| 
zachodzi Za 
A 

EYY,| < cl A 

to 
? eae d 
atk Ys gay n > oo. 
[ogn] & IE * 


Niech {A,,n € Nf} będzie polem losowych lub nielosowych podzbiorów 
Nd. Dla dowolnego pola losowego (X,,n € N@} niezależnego od £A,,n € N°} 
definiujemy £5(A,),n E€ N”) poprzez (4.4) lub (4.5) (Główny wynik zachodzi dla 
obu przypadków). 
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Definicja 4.3. Przez Lip(R) oznaczać będziemy zbiór ograniczonych funkcji Lip- 
schitzowskich określonych na R z normą ||gl|BL = |lglloo + ||gl|L < co, gdzie ||g||ec 
jest normą supremum oraz ||g||L jest zdefiniowana następująco 


czy jz — yl 


Twierdzenie 4.2. Niech {Xn,n € N%) będzie polem niezależnych zmiennych lo- 
sowych, {bn,n € N%) polem nielosowym liczb rzeczywistych, zaś pole (An, n € N9} 
niech będzie polem losowych podzbiorów N? niezależnym od (X,,n € N°}. Niech 
{dn, n € N% będzie nieujemnym, nierosnącym, typu produktowego polem takim, że 
dı > 0, zaś Dn := nena dn jest polem nieograniczonym. Niech 


Ak] = sup |P[AN B] — P[A]P[B]| (4.11) 
za A€o(A5),BEo(A,) 
będzie a-mixing współczynnikiem pomiędzy o-ciałami generowanymi przez Aj, i Ay. 
Załóżmy, że dla pewnej miary probabilistycznej u i dla każdego x € R takiego, 
że u({x}) = 0 mamy, że 


S(An) 
bn 


P| < z| A, u((—00,x)), gdy n— œ. (4.12) 


Niech ponadto nierówności 


S(A; N Aj) Deg djy ê cee 
( bb, © )< o (4:13) 
Y. 
2 2. di ia <c de), (4.14) 
iSkSj iSIS i<k<j 
yY 
Adio, < C ( de), (4.15) 
IKK<J iSISj i<k<j 
dn 
>. Dj <> (4.16) 


będą spełnione dla pewnego B > 0, 1< y< 2 i dla każdego i < j. Wtedy 


= y de! < z| PP „((—00,2)), n> oo. (4.17) 


n k<n 


Uwaga 4.1. Oczywiście, twierdzenie to ma zastosowanie w szczególnym przypad- 
ku, gdy zbiory losowe A, są postaci A, = fk € N*: k < Nn} dla pewnego pola 
£N,, n E NÌ} z losowymi indeksami mającymi wartości w zbiorze Nł 
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4.2 Pomocnicze lematy i dowody 


Definicja 4.4. Funkcja g : N¢ x N? > R jest superaddytywna, jeśli 


g(n, (mi, +++, MU, k, m1 see ,Ma)) + g((m, see) M1, k + 1, m1, te na), m) 
< g(n,m), (4.18) 
dla dowolnych n m € Nó, dowolnego | = 1,2,...,d i dla dowolnego 


nı S k < m. Powiemy, że funkcja g jest addytywna, jeśli w (4.18) zachodzi rów- 
Przypomnijmy też definicję pola przyrostów (Definicja 3.1) dla pola {d,,n € 


Ads) 5 (1) (2%, (4.19) 


5=(61;..., Ó4)EKa: 
n;-6;21,1=1,2,...,d 


gdzie ka jest zbiorem wszystkich d-wymiarowych wektorów których współrzędne 
są równe 0 lub 1. Sumowanie po prawej stronie wyrażenia (4.19) następuje po 
wszystkich 29 kombinacjach liczb 6,,...,óg € {0,1} takich, że n; — 6; > Li = 
1,2,...,d. Pewne własności pól przyrostów można znaleźć w Dodatku A.5 w [32] 
(str. 415-418). Przytoczymy je w poniższych lematach. 


Lemat 4.1. 


(i) Niech {d, = ji = PA LURE NĄ będzie polem typu produktowego. Wtedy 
Dn = Vien di = Hani dij) jest także polem typu produktowego. 


(ii) Jeśli {dn = INES dn; j; n € NÌ} jest polem typu produktowego, to dla dowolnej 
liczby rzeczywistej a pole {d} = INES: dp; js 2 € NĄ jest także polem typu 
produktowego. 


(iii) Jeśli {dn = 4 d,,j,n E NÌ} jest polem typu produktowego, to 


j=l 
gdzie 
HE dn,j, Jesli nj > 1, 
NJ 0, jeśli nj = 0. 


(iv) Mając daną rodzinę {f;,1 < j < d} funkcji fi : NONI < j < 
zdefiniujmy odwzorowanie f : N? — N? w sposób następujący f(n) 
(filma), fo(n2),--., fa(na)), n € N°. Jeśli dn = |f(n)|,n € N9, to {dnn € 
N°} jest polem typu produktowego. W szczególności, dla a € R polef|n*|,n € 
NY jest polem typu produktowego. 


d, 
def. 
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(v) Jeśli dn, n € NY) jest nieujemnym polem typu produktowego, to pośród re- 
prezentacji 


d 
dy = II dać 
i= 1 


istnieje jedyna taka, ze dn, i > 0, e. i= 1,2,...,d, ni E N. 


Dowód pomijamy. Zauważmy jedynie, że jeśli d, = BES dn; i jest dowolnym 
polem typu produktowego postaci (v), to wtedy dn = TIL, |d,, ;| dla dowolnego 
nieujemnego pola. 


Lemat 4.2. Załóżmy, że dla pewnego nieujemnego pola typu produktowego {dn = 
II; dn, jn E NÌ} takiego, że dı > 0 mamy 
X dh =œ, Day di ME NY (4.20) 
neNd iśn 
Niech 1 < y <2. Wtedy 
(i) {1D} = IESC \d;,j|)7,n E€ N*) jest dodatnim, niemalejącym, nieograni- 
czonym polem typu produktowego. 
(ii) A[D}] < d B= Dv1 S dn Dy, 
Dowód Lematu 4.2. Na podstawie naszych założeń wnioskujemy, że {Dn, n € 
N4} jest dodatnim, niemalejącym, nieograniczonym polem i w konsek-wencji rów- 
nież {D}, n € N*). Ponadto, z Lematu 4.1 (v), (i) i (ii) widzimy, że Dy = 
Habs \d;;|)7, n € N°. Teraz, stosując Lemat 4.1 (iii) i Twierdzenie Lagran- 
ge a, otrzymujemy 


Nj (nj—1)v1 


I 
= 
— 
— 


AD] dD SAE da 

j=1 k=1 k=1 
a 1 

< Il |dn,. Danii 
j=1 

-1 
= dnDon avi 
< daD}, 


co kończy dowód. 


Dowód Twierdzenia 4.1. Ponieważ pole {d,, n € Nî} jest nierosnące, 
to możemy założyć, że 0 < 8 < 1. Używając (4.7), mamy 


HE WY) < 22, 32, dzd|BYzyj| 


ISk<J ike i<l<j 


SCE Dod daa 


ixk<j i<lgk 
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Dla 1 < y < 2, na mocy (4.8) ostatecznie otrzymujemy, że 


E| E ay SOE de) = CUD). (4.21) 


i<k<j i<k<j 


Teraz pokażemy, że funkcja g(i,j) = Disk; de jest addytywna, a więc 
i w szczególności superaddytywna. Dodatkowo, dla dowolnych n < m, 
1] < L< d oraz nn S k < mı, mamy 


g(n, (Mi, M K, Mipi, a) Pg (nis. »u-1,k+1, BoE 
ps ża +3, > dj 
nKiKm i= n<iśm iu=k+1 
=N E 
n<iś<m 
gdzie 


ies > 


nism (N1, N-14 Na) Ś (IAB 1 4 sta) Ś (M1 3,01 —15M141 Ma) 


Zauważmy, że Uwaga 5 z [43], (4.21) i superaddytywność implikują 


E [max] S deel) < CD}. 


k<i 


Tak więc, stosując Lemat 4.2 (ii) i (4.9), otrzymujemy 


AJD] dn 
>5 D < S 37 < 00 
neNd n neNd | n 


Ostatecznie, na mocy Lematu 4.2 (i) oraz Twierdzenia 3 z [43 
dla r = 2, an = A[D}], bn = Dn, otrzymujemy (4.10). 


Dowód Twierdzenia 4.2. Zauważmy najpierw, że pole {A,,n € Nî} nie zale- 
ży od pola {Xn,n € NY) oraz że dla dowolnych nielosowych zbiorów Bı, Bk C 
N, S(Bi\ Bp) i S(B,), a także S(B,B,) i 9(B;) są niezależne. Stąd 


sa gee l Goer a ase) 


BN FE aera 


5 Ba( 7 )ePlA= DARB] 


=0 
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Oraz 


(eS) ay zy( AD (SH) - a(S) san 


E(zo(>PJIA By (SAD) (4( 140) rg( S8) <oxullallan 


Dlatego dla każdego A > 0 mamy 


Ing = Cov (e= ) . o( )) 


sg JE Jajo RE ) 

+ BoM A= ze(" DEC) -eCy) 

REA BED JE JR > 
pg FRED) - gg) + agalollze 

= s) eA) E (AO) 
+ OG BL 

< ll E|o( AAP) - (AE ossoa 

< lin BOA, 0) + osslloller 


i symetrycznie 


Jı = Cov (o( 2 ) o( Ae )) 


S(ALN A 
allen (TARW 0) + gulls 


IX 


co razem z Twierdzeniem 4.1 kończy dowód Twierdzenia 4.2. 


4.3 Przykłady, zastosowania i wnioski 


W następujących dwóch propozycjach rozwazamy dla jakich pól {Xn, An, bn, n € 
N°} zachodzi warunek (4.12). 
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Propozycja 4.1. Niech {Xn,An,bn,n € N} będą takie jak w Twierdzeniu 4.2 
i niech EXn = 0, EX? = oO; < œn € N°. Dla dowolnego losowego lub nielosowego 
zbioru B C N° połóżmy 

h(B) = E[s*(B) $ EX?I||X:| > s(B)]|B] 

i€B 
+E[s-°(B) $ EX T|X:| < s(B)]|B], 
i€B 
(Bv = XY o. 


Ponadto, niech A > 0, będzie zmienną losową niezależną od {Xn, An} i taką, że 


ma Æ A, gdyn= w. (4.22) 
Jeśli 
Eh(A,) —0, gdyn—w, (4.23) 
wtedy (4.12) zachodzi z miarą u zdefiniowaną przez 
u((-0, z)) = B®(x/d). (4.24) 


Dowód Propozycji 4.1. Z Twierdzenia 8 (Część V, str.118) z [45], (4.22) i (4.23) 
otrzymujemy 


ASPA | 


I 
n 
[= 

KS) 


UE a cal -a( Gb, ) 


sup 
a 


A 
Q 
5 
= 
d> 
E 
+ 
u 
g 
ES) 


(sca) G) 


gdy n > oo. 


Propozycja 4.2. Niech {X,,n € N“} będzie polem niezależnych zmiennych loso- 
wych o jednakowym rozkładzie należących do obszaru przyciągania rozkładu stabil- 
nego Ga,g,,6 (zobacz (11) na stronie 17). Jeśli 


= AA | (4.25) 
dla pewnej zmiennej losowej A > 6, > 0, to 
S(A, R 
Ca) 2, EG a (4.26) 
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Dowód Propozycja 4.2. Niech{Y,,n > 1} będzie ciągiem niezależnych zmien- 
nych losowych o jednakowym rozkładzie takim, że 7 ~ X,. Zdefiniujmy w N? 
porządek leksykograficzny r : N* > N i połóżmy Ny(„ = |An|. Wtedy £N,,n > 1} 
jest ciągiem losowych indeksów niezależnych od a n > 1} i Propozycja 4.2 jest 
konskwencją Propozycji 1, str. 181 z pracy [51]. 


Przykład 4.1. Niech 1 <a < 2. Załóżmy, że {Xn,n > 1} jest ciągiem niezależ- 
nych zmiennych losowych o rozkładzie 


E Go,0,0,; jesli n jest nieparzysta, 
pa” n(o, y(n/2)/a — (n/2 — ve), jeśli n jest parzysta, 


gdzie 


j . ; z TQ 
[ei dGagaaldz) = ezpfity -AHO — iBsign(t)tg())}. 


zaś N(p,0) (jak wszędzie w tej pracy, tutaj jednak nieformalnie utozsamiamy 
zmienną z rozkładem) rozkładem normalnym ze średnią u i odchyleniem stan- 
dardowym o. Niech {Y,,n > 1} będzie ciągiem a-mieszajacym (ang. a-mixing) 
indykatorów takim, że 0 < PIY,=1]=p=1— PIY,=0| < 1 oraz 


Qk = sup sup |P[|AN B] — P[AJP[B]|, k>1 
n A€o(Yn),BEo(Yn+k) 


będzie takie, ze dla pewnego 1 < y < 2 mamy 


joj > 
275 l < < log? = (4.27) 


k=i l 
i niech 


(DAG ol) jeżeli Y, = 0. 


ń =| {1,3,5,...,2/2]-—1}, jeżeli Y, = 1, 
2 


Wtedy dla ciągu b, = (2)/%,n > 1, zachodzi 


S(A;) z | 


HZZ . 
<a] 2% pG.goa(z) + (1 p)O(x), gdyn—>oo. (4.28) 


D 


logn i 


Dowód Przykładu 4.1. Zauważmy, że 
S(An) _ [n/2] BB) ( (we ae 
> < 2! =  pGa,0,0,) (z( n/d +(1-p)9|z n/2 


> pGaopa(2) + (1 — p) ®(a) 
= u((-0,2)), powiedzmy, 


P 


74 


MPWL dla sum zmiennych losowych i pól losowych Agnieszka Gdula 


gdzie |x| = sup{z € Z : z < x}, [x] = inf{z € Z : z > aj. Ponadto, ponieważ 


2{1 — oC ee) jeśli k i l są oba parzyste, 
A a 
PIIS(A4 N A)| > eby] = $ 2f1 — Coon eh jeśli k i I są oba nieparzyste, 
0, w pozostałych przypadkach, 
EAL 
<C 
S Reo? 


wiec otrzymujemy 


ANA am 
„(A 0) e i 
bk k 
i 
AkN A AkN A zA 
n(A 9) n r( MAO“) o) se (4.29) 
bk bi kvi 
tak, że dla dy = 4 (4.13) zachodzi z 8 = "si Oczywiście, dla dowolnego 3 > 0 
z Twierdzenia Cauchy’ego-Maclaurina mamy 
o 1 œ% 1 8 
Do ja < |, pasg 
l=k 
i stad 
1 Pc. ol 
< 2 — 
», a (k V 1)1+8(k AL)1-8 2 [PtP fark 
R 2x1 
< > k1-8 > [1+8 
A 
< 28), -. 
kai E 
Zatem (4.14) zachodzi z y = 1, dlatego również zachodzi z dowolnym 


1<y<2. Teraz konkluzja Przykładu 4.1 wynika z Twierdzenia 4.2. 
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Rozdział 5 


Zbieżość kompletna losowo 
ważonych sum pól losowych 


Przypomnijmy ze Wstępu (str. 10), że pojęcie zbieżności kompletnej ciągu (X,, 
n > 1}, wprowadzone przez Hsu i Robbinsa [24], oznacza 


Veso >. Pl|Xn—X|>e] <w. 


n=l 


Ze względu na lemat Borela-Cantelliego ciąg zbieżny kompletne jest też zbieżny 
prawie pewnie, natomiast implikacja odwrotna jest prawdziwa, jeśli {X,,n > 1} 
jest ciągiem niezależnych zmiennych losowych. Baum i Katz (1965) [2] wykazali, że 
jeżeli {X, X,,n > 1} jest ciągiem niezależnych zmiennych losowych o jednakowym 
rozkładzie, to E|X|PG+2 < œ, 1 < p < 2, t > —l jest równoważne warunkowi 
EL ntPl| 52, Xl/nt > e] < oo dla każdego e > 0. Dlatego tego typu wyniki 
nazywa się często ”twierdzeniami typu Bauma-Katza” czy nawet ” MPWL typu 
Bauma-Katza”. Dokładną granicę wspomnianego wyżej szeregu można znaleźć 
w pracy Gut i Spataru [20]. 


Niech {X,,,n € V C NY) będzie zbiorem zmiennych losowych indeksowanych 
przez pewien podzbiór V kraty Nº. 


Definicja 5.1. Powiemy, że pole losowe {Xn,n € V} jest stochastycznie zdomi- 
nowane przez zmienną losową X wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego x > 0 i dla 
każdego n € V zachodzi, że 


PI|X„| > z] < OPI|X| > al. (5.1) 


Ponadto, niech {a,;, n, i € V C NY) będzie 2d-wymiarowym polem loso- 
wym niezależnym od pola {X,, ne V} i takim, że |a,,| < M, p.p. dla n, i € V 
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dla pewnej dodatniej stałej M. W tym rozdziale wprowadźmy następujące ozna- 
czenia dla sum: S,„(V) = 27 X;, a jeśli nie będzie to prowadziło do żadnych 
iEV,i<n 

nieporozumień, to będziemy pomijali argument i pisali Sn. Warto jednak zauwa- 
żyć, że w odróżnieniu od sum rozważanych w Rozdziale 1, tutaj sumujemy tylko 
i wyłącznie składniki należące do obszaru V. W tym rozdziale będziemy rozważać 
dwa rodzaje zbiorów V. Będzie to albo cała przestrzeń V = N¢albo sektor tj. zbiór 
postaci 


1 
Vo ={n: pees <On;,1l<i<j <S d, ni, Nj Ee NWO}. i, j = 1,2,...,d} 


dla d € N i dla pewnego 0 > 1 (zobacz definicję zbioru Vg na stronie 19 i Twier- 
dzenie 1.3). Jeśli rozważane wyniki będą zachodziły zarówno dla V = Vo, jak i dla 
V = ÑN? to będziemy pisali w skrócie V. Zależnie od wyboru zbioru V definiujemy 


z _ ji, jeśli V = W, 
=A= d, jeśli V = NI SĘ 


Dla tak zdefiniowanego 7 dla naszych zbiorów V, zawsze z Twierdzenia 1.4 zacho- 
dzić będzie: 


Ty(n) = o(a”), (5.3) 
Ty(z) = O(zlog ®t x) (5.4) 


dla dowolnego 6 > 0, gdy x — oo. 
Soo Hak Sung w [50] przedstawił następujący wynik: 


Twierdzenie 5.1. Niech (X,,n € N} będzie ciągiem zmiennych losowych stocha- 
stycznie zdominowanym przez zmienną losową X i takim, że E|X PGF) < w, 
gdzie p(t+5+1)>0, B,teRip>0. Niech fani, n, i E N} będzie ograniczoną 
macierzą liczb rzeczywistych taką, że 


>. lanl? = O(n”) 
i=1 
dla pewnego q < p(t + B +1). Załóżmy ponadto, że jeden z poniższych warunków 
zachodzi: 
©) 0<pt+6+1)<1, 


(ii) 1 < pt+8+1) < 2, {Xn,n € N} jest ciągiem niezależnych zmiennych 
losowych takim, ze EX,=0,n€eN, 


(Mi) 2 < p(t+8+1), £X,,n € N} jest ciągiem niezależnych zmiennych losowych 
takim, że EX, =0,n EN i £X] a? , = O(n®) dla pewnego a < > 


i=1 Unii 
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Wtedy dla każdego e > 0 zachodzi 


[e ©) OO 
ee 
So nip] EL Ani Se |< Go; 
n=l n /p 


W tym rozdziale uogólnimy Twierdzenie 5.1 w następujących kierunkach 


(i) Zamiast ciągu zmiennych losowych fX,,n > 1} rozważamy d - wymiarowe 
losowe stochastycznie zdominowane pole niezależnych zmiennych losowych 
o jednakowym rozkładzie. 


(ii) Rozpatrujemy sumy zmiennych losowych z losowego pola albo po zbiorach 
V, albo po Nê. 


(iii) Stałe {a,;,n,i > 1} w Twierdzeniu 5.1 stają się u nas wspólnie ograni- 
czonymi przez stałą zmiennymi losowymi dowolnie zależnymi między sobą. 
Zatem w terminach Wstępu, rozważamy sumy Z(a) dla zmiennych losowych 
zależnych typu średniej ruchomej (ang. ” moving average”). 


5.1 Twierdzenia typu Bauma-Katza dla losowych 
pól 

W tym rozdziale rozważymy zbieżność kompletną dla ważonych średnich pól loso- 

wych, tj. będziemy badać zbieżność szeregu: 


ge > P| rz s | (5.5) 


e>0 nev |n.|1/P 


dla pewnego ustalonego p > 0, te R. 


Twierdzenie 5.2. Niech {X,,n E V} będzie polem zmiennych losowych, które 
jest stochastycznie zdominowane przez zmienną losową X oraz takim, że 
EL X Petes log... |X |)" = Go, (5.6) 


gdzie pft+6+1)>0,8,ŁteRip>0. W przypadku, gdy p(ft+6+1)> 1, 
zawsze będziemy zakładać, że EX, = 0, n eV i że {Xn,n e V} jest polem 
niezależnych zmiennych losowych. Niech {ani,in E€ V} będzie polem zmiennych 
losowych niezależnym od pola {Xn,n € V} i takim, że 
lanl = O(1), 4, NE V, p.p., (5.7) 
> Elan;l" O(lnl”) (5.8) 
ieV 


dla pewnego q < p(t + B + 1). 
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(i) Jeśli 0 <p(ft+8+1) <2, pt+8 +1) #1, to (5.5) zachodzi. 


(ii) Jeśli p(t + G+1) =1 i jeśli jeden z poniższych warunków jest spełniony: 


(a) Xiev anil? = O(|n|"), p.p. dla pewnego q < p(t + 8+ 1), 
(b) Liev Elani — Ean;| = Of ln ) dla pewnego y > 0, 


logi" |n] 


(c) E|X|(logt*7 |X|) < co dla pewnego y > 0, 


to (5.5) zachodzi. 


(iii) Jesli pft+8+1)>2i 


E(S-a2,)” = O(n") (5.9) 


iEV 
dla pewnego J > 2, œ < 2/p i J(2/p— a) — t > 1, to (5.5) zachodzi. 


Wniosek 5.1. Niech pole zmiennych losowych {Xn,n € V} i stałe p, t, B będą 
takie jak w Twierdzeniu 5.2. 


(a) Niech {Nn,n € V} będzie polem losowych indeksów niezależnym 
od pola {Xn,n € V} i takim, że ETy(N,) = O(|n|°) (dla definicji Ty (z) 
zobacz Twierdzenie 1.4 strona 21). 


Jeśli (i) 0<p(ft+8+1)<2, pft+8+1)41, 
lub (u) pft+8+1)=1 i 

ETy(N,) O(; inl? ) dla pewnego y > 0, 

lub = og, ” |n| 

E|X |(log3*7 |X|) < oo dla pewnego y > 0, 
lub (itt) pft+B+1)>2 i E(Ty(N„) = O(|n|°”) 

dla pewnego a <2/p,J>2 i J(2/p—a)-t>l, 


to wtedy 


Vo  [altP (Styl > eln] < oo. (5.10) 
e>0 neV s 


(b) Niech {N,,n E€ V} będzie d-wymiarowym polem losowym niezależnym 
od pola {Xn,n E€ V} i takim, że E|N,,| = O(|n|”). Jeśli założenia punktu 
(a) zachodzą z Ty(N,) zamienione przez |N,,|, to 


z 2, FPllSy, | > eln] < oo. (5.11) 


e>0 neV 
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Wniosek 5.2. Niech pole zmiennych losowych {Xn,n € V} i stałe p, t, B będą 
takie jak w Twierdzeniu 5.2. 


(a) Niech {ennn E V} będzie polem zmiennych losowych niezależnym 
od pola +X,,n E€ V} i mającym rozkład Ple, = 1] = 1 — Plen = 0] = B 
dla dowolnego n € V ip € [0,1]. Załóżmy, że B > 1. Wtedy 


v„  XlniPII Z Xi > eln] < o. (5.12) 


a nev i€Vii<n 


(b) Niech ten;,n,i E V} będzie 2d-wymiarowym polem zmiennych losowych ta- 
kim, że lens = 1] = =P leg = 0] = Pni, gdzie {ni ME" V} jest 
2d-wymiarowym polem liczb oraz 


> Pn = O(la|”). (5.13) 


iEV 


Jeśli p(t + 6+1) = 1, to zakładamy dodatkowo, że 


S fni = ah ), (5.14) 


ieV log?” |n] 


natomiast jeśli p(t + 6 + 1) > 2, to zakładamy ze dla pewnego J > 2 
ia < 2/p takich, ze J(2/p — a) — t > 1 zachodzi 


Oba SO(n”): (5.15) 
iEV 
Wtedy 
Vv >. Iz['PI| So eng Xl > e|n|"?] < oo. (5.16) 
ae neV iEV 


Przykład 5.1. Niech {Y,,n € N?} będzie polem zmiennych losowych 
niezależnych i o jednakowych rozkładach stabilnych Ga',gry'c, (zobacz (11) stro- 
na 17). Ponadto, niech {N,,,n € N*} i {U,,n E€ N?} będą polami losowymi 2- 
wymiarowych wektorów o rozkładach 5 


AFL ko 
PIN, = k] = e u Ang ni” na k E€ N? 
n i | 


oraz 


0, w przeciwnym razie, 
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odpowiednio. Załóżmy, że {Unn € N?} jest niezależny od {Ynn e N°}. 
Co więcej, niech {Xn = Yu,,n € V}, wtedy dla każdego x > 0 mamy 


PIX] > z] = P[M] > z] = 1 = Gw pyet) 


i dla każdego s < a mamy E|X,|° = ElY < œ, n € V. Mech 
048<%=t=1 oraż 
O(n”), jesli V = Vo, pt + 8 +1) #1, 
11=4 Olii), jeśli V = Va plt +6+1)=1, 


O(n™), jeśli V = N? 


dla pewnego ô > 0. 
Jeśli 0 < p(t+8+1) <1, to wtedy 


¥, È P| Do Xal > ele] < oo, 


>O neV ESN, 
natomiast jeśli 1 < p(t + 8 + 1), to 


Yo È latP|] X Yl>eln"?] < c. 


Sm nEV ESN, 


5.2 Wyniki pomocnicze i ich dowody 


Wprowadźmy w zbiorze V porządek poprzez tzw. metodę diagonalną w następu- 
jący sposób. 


Definicja 5.2. 
(k < n) = (k| < |n|) v ((Ik| = In) A (kin) < niem), 


gdzie przyjmujemy i(k, n) = min{1 < i < d: k; # n;i} dla k # n oraz i(k, k) = d. 
To uporządkowanie jest liniowym porządkiem w przestrzeni d-wymiarowych wekto- 
rów. Oznaczmy przez ordy(n) = card{k € V : k < nVk = n} 
(np. ordy2((3,2)) = 13, ordy,((3,2)) = 4). 


Lemat 5.1. Niech (Xi e V} będzie polem niezależnych zmiennych 
losowych takim, że EX, = 0, i € V. Wtedy dla dowolnego podzbioru S C V istnieje 
stała dodatnia Cp zależna tylko od p > 2 taka, że: 


Exp < Gł EP + (7 Ex)” 


ies ies ies 
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Lemat 5.2. Niech {Xi,i € V} będzie polem niezależnych zmiennych 
losowych takim, że EX, = 0, i € V. Wtedy dla dowolnego j E Norazżt>0: 


P|| >, X,| > 6t| < (5.17) 


iEV 


L 


oj 


k 
P|| 3 X oraz) > a] , 
I=1 


CP |sup X| > t/4="] + D; sup 
iV ` kEN 


gdzie ordy! () oznacza funkcję odwrotną do ordy(), zaś C;, D; są stałymi dodatnimi. 


Dowód Lematów 5.1 i 5.2. Stosując opisany powyżej sposób przenumerowa- 
nia, Lemat 5.1 wynika z nierówności Rosenthala [47], zaś Lemat 5.2 
z dowodu równości (3.3), str. 164 w [23] i Hoffmanna-Jorgensena Propozycji 6.7 
w [36]. Zauważmy tylko, że 


sup IX oraz (0! = sup |X5|, (5.18) 
i21 keV 


chociaż w ogólności drugi człon po prawej stronie (5.17) nie może być podobnie 
zapisany. 


Lemat 5.3. Niech {X,,n E V} będzie polem niezależnych zmiennych losowych 
takim, że EX, = 0, EX? < œ, n € V oraz polem stochastycznie zdominowanym 
przez zmienną losową X taką, że EX < w. Niech ponadto (Br,n E V} będzie 
polem liczb ograniczonym przez stałą dodatnią M. Wtedy dla dowolnych J > 2,9, 
e, p> 0 oraz B, t € R takich, ze p(ft+8+1)>1+n mamy 


y mP) DRA S elaj" <C y neS Bzy” 


neV iEV neV iEV 
gk G )9 |a|- Y BBX T[|X x |n|] PR B+1)+n 
nev iEV 
+ ©), af” "WPN" EJGXGI|X;|-> EA Perr (5.19) 


neV EV 


Dowód Lematu 5.3. Połóżmy 


y a 
X;, = Xil GXi S s , 
i (BX < zyj 3g 
i = XU([8X:] > ôl”), 
m e|n|"/P 1 
1 & = |6: il In| 
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gdzie j jest liczbą całkowitą taką, że 27 > J, zaś e (bez zmniejszania ogólności 
rozważań) jest liczbą taką, że € < ô. Wtedy ponieważ 


mw 


Xj = (X; — BX;) + (BX, + EX, ) + X; +(X; — EX; ) 


oraz z faktu, że dla dowolnych zmiennych losowych {Y;,7 > ljidlas>0,meN 
zachodzi 


PII>,%| > e] < D/P > — (5.20) 
) 1=1 


więc otrzymujemy (m = 4) 


1/p 
PID) BX] > elaj" <P e|n| | 


iEV 


|> A(X; — EX})| > 


żEV 


1 m e|n|"P sX" ela"? 
PIS (BX; + EX;')| > RRE Ae 4 


iEV iEV 


BID AA SEX IS 


iEV 


€ 1/p 
e | = L+ + Iz + Ih. 


W dalszym ciągu oszacujemy kolejno prawdopodobienstwa J, lą, [3 oraz I4. 
Z Lematu 5.2 dla pola losowego postaci |a| "PBX; — EX;) oraz dla t := zg 
mamy 


1 ! e|n|"/P 
h < C,P|sup|A(X, — EX,)| > "zg 
e|n|1/P 412” 
5: BX) ET | 
TF a PLD Boao X braz KO) ordy TY i A 


Zwróćmy uwagę, ze bezpośrednio z definicji pola losowego X; zachodzi 


ela"? ela"? 
X; < . $ N . , 
AX < opg 37 IBEX S 4.36 
zatem z (5.17) oraz (5.20) z m = 2 otrzymujemy 
1/p 
0 < Plsup|Bi(X] — EX] > EL | 
iEV a = 24) 
e|n|"/P e|n|"P 
< P X| > == | P ,EX;| > : =0 
pup AXi > Sg] + aa TP 
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Dalej, ponieważ 29 > J, z nierówności Markowa i nierówności Marcinkiewicza- 
R x: p/2 

Zygmunda (E(| D1 XP) < E(Z2, |X?) 

stycznego zdominowania pola £X,,n € V} otrzymujemy 


dla p > 1) oraz z faktu stocha- 


eb) mb oe a haj 
1 < B(T) sup Ds raz o Var Crew) le 
245 . 4\ 24 J 
< D;(——) [Eer] al” 
iEV 
J 
< C| z), (5.21) 
iEV 
Pe 
gdzie C := D; (224) (EX?V. 
Poniewaz 
EX,1[[8.X,| < ójn|*7] = -EZXGI[|6,X| > la|], 
Q = [X > (nl?) U [X< I], 
oraz z (5.20) z m = 2 mamy 
1/ 1/ e|n|"/P 
h < PLS. BIGX AX, > a, |X| > a > | 
iEV 8 
1/ 1/ ejaj” 
+ PICEJBXUB > ôl, X < a > EE] = + sh 
iEV 


Kładąc dla dowolnego n, 0<n<p(t+8+1)-1 


KOX AP Ue A ee | lal 
iEV 
1203 alt | ia KASZA ESL 
iEV 


z faktu, ze dla dowolnych zmiennych losowych X,Y oraz y > 0 zachodzi I||X| > 
YI] < [&|°, otrzymujemy 


EBX Xa) > [nM Pre ein)? 
oe aj ó|n|P wu 
żeV = 
< CY, [nf PMP EBX POPOL A |r|] 
ieV 
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i podobnie 


SEK: y |n| 71871 E BX PETA Y NTL X; | < In|], 
iEV 


co prowadzi do 
In < Ky. (5.22) 


Zwróćmy też uwagę, że powtarzając tok rozumowania przy oszacowaniu Jı 
i Ją, dla dowolnej dodatniej stałej c mamy 


>. PIIBŁX;| > cia] 
iEV 
< > PIBXJMIX: < In|] > cnl] 
iEV 
+ >.PIIBXI[|X;| > a|] > ca] 
iEV 
< CK, 


i stosując powyższe oszacowanie z c = e/4 dostajemy 


I5ŻK,,. (5.23) 


Podobnie, z Lematu 5.3, nierówności Markowa, (5.21) i (5.23) otrzymujemy 


e|n|"/P —2J/p 2 2 $ 
A> X Plax s aa BAB (x BLE] 


iEV iEV 


J 
SKA chey 6), 


żeV 


(5.24) 


tak więc, z (5.21)-(5.24) otrzymujemy tezę lematu 5.3. 


Lemat 5.4. Niech {X,,n E V} będzie polem zmiennych losowych stochastycznie 
zdominowanym przez zmienną losową X. Dla dowolnego aœ > 0 ib > 0 zachodzi: 


(i) E|X|"Z[|X| < b] < CIE|X|PL[|X| < b] +B*PI|X| > b]}, 
(ii) E|X,|*Z||X| > b] < CE|X|8T[|X| > b). 


Dowód lematu 5.4 jest elementarny, dlatego go pominiemy. 
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Lemat 5.5. Dla dowolnego 6 > 0 zachodzą poniższe oszacowania: 


1 Ty (J) CB 118 NT] 
ZE RS A i log, i) > dla 8 1. 
RA EA ea 
In|>4 
1 Tv (J) C ~s 
„a c < wan 
> |n| log’? |n| = 2 logii tj 8 T 
|n| >t 


MEN mó) „ [ nals DEEV 1) dla p #1, 
n€V, In|? j<i jË C(log} i) dla 6 =1. 
|n|<ż 


Dowód Lematu 5.5. Udowodnimy tylko pierwszą nierówność dla V = N¢, po- 
nieważ dowód dla pozostałych przypadków i pozostałych nierówności przebiega 
analogicznie. Z twierdzenie Lagrange'a ([53], 85.42, str. 96) dla pewnych 0, e [0,1], 


j > gdtó—1 mamy 


(j + log" (P+ 1) - jlog j = (d+0+ log(j + 60;))log™ t(j +65) 
< 2logź**(j + 1), 


a stąd z (5.3), (5.4) oraz z twierdzenia Cauchy’ego-Maclaurina ([53], str. 71) do- 
stajemy 


3 Twa(J) go Fl) — Tya(j — 1) 


Jid logt? j joi J log? j 
1 1 Tęa(i — 1) 
< Tye (J) (= 
D > G log?’ j Gj +1) log + JE i logi” i 
: dai 
jlogy J 1 Ë 
< C <C 
>. j( + 1) log??? j > jlogił*j ` logii 


W przypadku wielowymiarowych indeksów Lemat 2 z [50] może być sformu- 
łowany następująco: 


Lemat 5.6. Niech X będzie zmienną losową i niech r, ô oraz p > 0 będą dowolnymi 
stałymi. Wtedy zachodzą następujące stwierdzenia 


(a) E EIA TA < a] < CG + pT*E|X|'(log, |X)", 
b) X r EX IIX] > n|?) < CEBIX |" (log, [X] (PT V 2), 
(c) L, prz P(X > |n|*/7] < (E| X|" (log, |X|) tpmtv 2P||X| > 1)). 
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Dowód Lematu 5.6. Metoda dowodu wszystkich trzech nierówności jest bardzo 
podobna. Najpierw zamieniamy sumowanie )/„ey na 721 Tv (j), potem indykato- 
ry zdarzeń I||X|P < j] oraz I||X|P > j] zapisujemy jako X} Ili -1 < |X|? < i] 
oraz odpowiednio >;;*,Ifi < |X|? < 1 +1] i zamieniając kolejność sumowania 


dochodzimy do 


1 r+ô 1 = T+Ó Tf; . = Tv (J) 
2 gael *TIX| < |n|/?] = 2 Ex *IE-1<|X]P <i) aap 
neVv I= i= j=i 
ye p X| > |n|] = SE X Ili < |XP <i+1] 3 Tv) 
neV BERNE 7 i=l i‘ j=l has aa 

1 i > es ! 709) 
> prt IAI > lt SEP AP aD ae 
neV I= i=1 j=l 


W dalszym ciagu wykorzystujemy oszacowania z Lematu 5.5 i oszacowanie sum 
typu 2, Ili — 1 < |X|? < i] f(a) przez f(|X|?). Na przykład 


1 


X praz PIXX] < la] 
neN* '— 


< CCE +1) ST BX | Ife — 1 < [XP < ai? log 


ò i=1 
< O(5+1p"'E|X|"logt"" |X]. 


Lemat 5.7. Niech {X,,n E V} będzie polem zmiennych losowych, które jest sto- 
chastycznie zdominowane przez zmienną losową X taką, że 


E|X POP (log, |X|)7* < 00, (5.25) 


gdzie p(t +8+1) > 0,6, t €R oraz p > 0. Niech {ani,in € V} będzie polem 
zmiennych losowych niezależnym od pola £X,,n E€ V} i takim, że 

lani) = O(1), in €V, p.p., (5.26) 
O(n) (5.27) 


l M 
ty 
= 

II 


dla pewnego q < plt + 6 + 1). Wtedy dla dowolnego 6 > 0 mamy 


> hko Ella| Pai laa PO RA 
neV 1EV 
< CE|X POF+) (log, Bój = 
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i dla dowolnego 6 > 0 takiego, że p(t + 8+1)—6>q oraz p(t+8+1)—6>0, 
zachodzi 

lel >, Bla Ciar E Slat < 

neV 1EV 


SORP (log, [XII 


Dowód Lematu 5.7. Korzystając z niezależności pola fan,iin € V} 
od pola {Xn,n € V}, z Lematu 5.4 oraz z założeń (5.27), (5.26) dla dowolne- 
go 0 > 0 otrzymujemy 


SS In| bD E| ja Pani XTX] < p p 
nEV iEV 
< C 9 BETA > E|an;|*) 
nEV iEV 


x (EXPO DFT XP < |a|] + a PX > |a]]) 


oraz 
3 LIB E| n Pan Xl] X: > p 07 
nEV iEV 
"CO OD E|an;|*) (Exper) 7] Xp 3 l]). 
neV iEV 


Zatem Lemat 5.6 kończy dowód tego Lematu. 


Lemat 5.8. Niech X = {Xx,k E V} będzie polem losowym niezależnym 
od pola losowego Y = YA, k € V}. Niech ux, wy, ux,y będzie miarą probabilistycz- 
ną dla pól X,Y i (X,Y), odpowiednio. Niech {A;,i E€ V} będzie rodziną zbiorów 
zwartych w R. Niech g(x,y) ih(x,y) będą dwiema mierzalnymi funkcjami Borela 
takimi, że dla każdego pola liczb y € {Aj,i E€ V}: 


Eg(X,y) < Eh(X,y) <C, (5.28) 
Y; € Aj, pps LEV. (5.29) 

Wtedy 
Eq(X, Y) < Eh(X,Y). (5.30) 


Dowód Lematu 5.8. Z niezależności X i Y, Twierdzenia Fubini’ego oraz (5.28) 
i (5.29) otrzymujemy 


Eg(X,Y) 


Í g(x, y)duxy = l / g(x, y)duxduy 


Eg(X,yjduy < | Eh(Ky)dim 
ye{AiieV} yEfALIEV] 
= Eh(X,Y), 
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co oczywiście dowodzi (5.30). 


5.3 Dowód głównego twierdzenia i wniosków 


Dowód Twierdzenia 5.2. 


(I) Załóżmy, że 0 <p(ft+8+1)<1. 
Wykorzystując kolejno nierówność Markowa, c,-nierówność, Lemat 5.7, dla 
dowolnego 0 > 0 takiego, że p(t + 8 +1) +0 < 1, mamy 


> fP (|E nl Pas XTX < |> E) (5.31) 
neV iEV 


1 — 
< Seer 22 llt © E ||] Pane XiT [|X] < |r|“? 
neV iEV 


< CE|X PH (log, |X) < oo, 


E 


oraz dla dowolnego ô > 0 takiego, ze p(t+6+1)—0 > qip(t+8+1)—0 > 0, 


otrzymujemy 
© P (|E aani Xi Xa > a] > e) (5.32) 
nEV iEV 
_ p(t+8+1)—6 
S pena 2 hf Ella Pani KX] > [n|/P]| 


< CEJX|P(+2+D (log, |X|) < oo, 
co dowodzi (5.5) w przypadku, gdy 0 < p(t+ 641) <1. 


(II) Rozważmy teraz przypadek, gdy p(t+8+1) < 2. Biorąc dowolne ô > 0 takie, 
że p(t + B +1) + 0 < 2 oraz stosując nierówność Markowa, Marcinkiewicza- 
Zygmund’a, c,-nierówność i nierówność Jensen 'a, dla dowolnej rodziny liczb 
rzeczywistych 18,, n € V} takich, że 0 < n < C i dla dowolnego me R 
(podobnie jak w [50]) otrzymujemy 


P||5 6,( XiL[.Xil<m]-EX,1(X <m))| > em 
EV 
1 p(t+8+1)+6 
= apr a (XTX <m]-EX;I||X,| <m]) 
1 p(t+8+1)+6 
< Czerna 2, AGI <m)|. (5.33) 
1E 
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Przyjmijmy teraz, że 


g({ou}, {Gi}) = I 


> Bi(astllasl < m] = EXX < m])| > em] 
ieV 

1 
h({ait, {Gi}) = CREED 2 


Z (5.33) widzimy, że zachodzi, że Eg({Xi},{Gi}) < Eh({Xi}, {G}). 
Ponadto biorąc pod uwagę niezależność X, oraz an: Lemat 5.8 
dla dowolnego n implikuje, że 


(t+8+1)+6 
Biail [lai] < mji: 


PLS. ana XTX < nP] - EXIX: < D] > sta] 
iEV 
KOR EE Blan O a | (6.34 
iEV 


Teraz mnożąc obie strony powyższej nierówności (5.34) przez |nl|', 
następnie sumując je po n € V oraz stosując Lemat 5.7, otrzymujemy 
© ball P| 7 ana (XTX < le] - EX < nl") > en] 
neV 1EV 
<C y nP? ye Elan i X4|PeTF*Y 49 TX; | < ||P] 
neV iEV 


< CE|X|P&+F+) (log, AN < oo. (5.35) 


(III) Rozważmy teraz przypadek, gdy 1 < p(t + 6 + 1) < 2. Biorąc dowolne 
ô > O takie, że p(t + 6 + 1) — ô > maxfq, 1}, stosując nierówność Markowa, 
nierówność Marcinkiewicza-Zygmund’a, c,-nierówność i nierówność Jensen 'a, 
dla dowolnej rodziny liczb rzeczywistych £8,,n € V} takich, że 0 < 8, < C 
i dla dowolnego m € R (podobnie jak w [50]) otrzymujemy 


P|ZA(GX>m-EX,G|>m) )| > em 
EV 
l p(t+8+1)—6 
< Garvan E 2 ACL >m] -EXX > ma] 
1 p(i+8+1)—6 
<O earns 2; BG] >mi|. (5.36) 


W tym przypadku przyjmijmy, że 
SACHA > m] — EX: || X;]| > mi) > em], 
iEV 


olah = | 
n(fo (80) = Cem PO 
iEV 


p(t+8+1)—6 
Bias! [las] > m]]. 
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(IV) 


i wtedy z Lemat 5.8 otrzymujemy: 


PZ ani (XTX > [nl] = EXIXA > m) > en] 
iEV 
< CaA S Ba, „x PDST] > [nl (5.37) 
iEV 


co prowadzi w końcu do 


© lal P| |S ana (XAXA > nP] = EXIXA > |nf*7))| < en] 
neV EV 
<O [nf PH? E( jag XPE D-T] > aN) 
neV iEV 


< CE|X[PE+D (log, |X|)! < co. (5.38) 


Uwzględniając, że EX, = 0 otrzymujemy, że (5.5) zachodzi z (5.35) 
i (5.38), w przypadku gdy 1 < pft+68+ 1) <2. 


Rozważmy teraz przypadek, gdy p(t + 8+1)=1lit > —1 (w przeciwnym 
razie dowód jest trywialny). Zauważmy, że z Lematu 5.4 (ii) wynika 


EEK] > 6] < D+EJXILIX| > 4, (5.39) 
a z założeń (5.7) i (5.8) mamy 


X Elani| < Dan” dla n €V, (5.40) 
iEV 


dla dowolnych stałych dodatnich Dı i De. Natomiast z faktu, 
że E|X| < oo (dla zarówno V = Vo jak i V = N®) zachodzi 


E 
E|XIIIX|>K]|<———, 5.41 
XHIX| > K] < zo (5.41) 
dla dostatecznie dużego K. 
Wtedy dla dowolnego n takiego, że |n| > K? 
X” [a Ean XlX > |a|] < = (5.42) 


iev 16 
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Ponadto, ponieważ dla dowolnego n € V mamy EX, =0, więc 


P||X me > i| > elaj 
iEV 

(X. 1/p ; | 1/p E |n|1/P 
< gowna |- EXA[X| < nl) > $a] 


ieV 


+ PIE a > al] 


> le 
1EV 4 


+ PIE angE XX > la 
1EV 
= Hat + Hno + ORA 


> = Inj] 


Zauważmy, że wyrażenie Ďnevy |n|'Hn1 zostało już oszacowane w (5.35), na- 
tomiast Drev |n|' Ha może być ograniczone przez 
ieg 


p(t+8 
>. |a|" Hn2 < CY) [PES |a| "Pan; XGI[|XG| > |n| 7] 
inV neV iEV 


< CE|X PED (log, |X|)! < oo. 


Wyrażenie Ďnev |n|'Hn.3 oszacujemy przy użyciu założenia (a), (b) lub (c) 
z naszego Twierdzenia 5.2. 


W przypadku założenia (a) mamy 
[E ani EXIXA > a| < E Jonil Di B|XULXP > lel] < la”. 
iEV 1EV 
Zatem H,,3 = 0 dla |n| > KP. 
W przypadku Twierdzenia 5.2 (ii)(b) rozważmy najpierw sytuację, 
gdy |n| > K?. Ponieważ z (5.42) 


a 
P [> Fani EXX > |n[/7] > = a -0 


zatem 


2 c 5 


Z założenia  (ii)(b) Twierdzenia 5.2 istnieje taka stała Ds, 
że Xjęy Elani — Ean;| < Dzi RATE p zatem z (5.39), z nierówności Mar- 
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kowa i Lematu 5.5 otrzymujemy 


lel Ans < DQ, Elan; — Ea„;|E|X|I[|X|P > [nl] 


nEV, nEV, 
|n|[>KP |n|>KP 
Zee 
SF |a| EXX] > [nl] Elani — Ban, 
nev, EV 
|n|>KP 
16D,D t+8—-1/p 
ZEE DA] y ER 
E nev. log)” |n| 
I> K? 
16D, D 
ŚR E (5.43) 
ye log?) K 


Zauważmy jeszcze, że w obu przypadkach (a) i (b) z Lematu 5.5 zachodzi 


2, ln|'PIJX | an; X;| > ela)” 


nEV, EV 
[a|s K? 
C 1+t T-1 NE 
< a P log’, K, je t>-—-l, 
Clog, K, jeśli t = —1, 
< o0, 


co oczywiście dowodzi, że zarówno w przypadku (a), jak i (b) mamy 


5 In| Hn 3 < o. (5.44) 


neV 


Aby otrzymać (5.44) również w przypadku (c) zauważmy, że z faktu t + 8 — 
1/p= 1, dostajemy 


4D 
Safins < 7 DY [nf > Ela„;|E|XII||X| =la] 
neV neV 1EV 
4D,D 
< SED lal [XTX] > n”, (5.45) 
neV 


a ponieważ dla |X| > |n|!” prawdziwa jest nierówność 
(log, |X|)"*7 > (log, |n|"P)7* 
więc 


E|X| log?” |X| > 


5 la| Hn < 


neV 


4D, Dap 
E 1, |r| log; HEH in| ~ 


Kończy to dowód Twierdzenia 5.2, w przypadku gdy p(t + @ +1) =1. 
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(V) Teraz będziemy zakładać, że p(t + B + 1) > 2. Niech {6ni n,i € V} bę- 
dzie polem liczb rzeczywistych ograniczonym przez liczbę rzeczywistą M. Z 
Lematu 5.3 otrzymujemy 


T InltP|| E Ba X Š e|n|/P] <C y ED 82)” 


nEV żEV neV iEV 


+C Y |n| P Y E| bai XiX] < |n|] PED 


neV iEV 
Er DA lial eae y E| Bni Xil || X;l > fal P] pE- (5.46) 


nEV żEV 


Połóżmy 


AX), (Bri) = [IDO Brel > ela], 


iEV 


= J 
h({Xi}, (8) = Cla (E 2) 
iEV 
1 ý 
|n| +6+n/p B Bni XiT [| Xi] < kalia a 
a iEV 
1 


C |n|t+1+8—n/p > 


i€ 


C 


Bai Xil||Xi| > |n|] pE +D- 


Z Lematu 5.8 mamy 


Xo In|*P(| 5 ani Xi] > e|n|"?]) <C `o aR E aż) 


nEV żEV neV iEV 


1 1/p]|p(t+8+1)+n 
ZG. mae laneXiT [| Xi] < Ia] ) 


neV 


1 1841)- 
+O rape (Le Eee Sa eee) 


neV 1EV 


Ostatecznie, stosując Lemat 5.7 i (5.9) otrzymujemy 


>. ni P(|S7 an:X;| > eln|”) < CY” |n|*"PE(Y" AM 


nEV iEV neV iEV 


+CE|X PBF (log, |X)! + CE|X PHF (log, |X|) < oo. 


Kończy to dowód Twierdzenia 5.2, w przypadku gdy p(t + G+1) > 2. 


Podsumowując, Twierdzenie 5.2(i) wynika z (I), (II) i (III), Twierdzenie 
5.2(ii) z (II) i (IV), natomiast Twierdzenia 5.2(iii) jest konsekwencją (V). 
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i pól losowych Agnieszka Gdula 


Dowód Wniosków 5.1 i 5.2. 


Dla dowodów Wniosków 5.1 i 5.2 kładziemy od- 


powiednio w Twierdzeniu 5.2 an, = I|N, > [il] oraz an; = I[N, > i]. Zauważmy, 


ze 
5 PIM > lil = YY PIS NZ el 
1EV 1=1 j=i 
= Q,PJ<N<J+1]Tv(J), 
j=l 
E( PIN, > il)” = EII < Na < j +T), 
iEV j=l 
Nae = Db aaa 
iEV ~ EV j>i > 
< > PJ<XN„<j+li:i<jieV|, 
JENA 
EO_IN„>id)" < EO, IG<N„<j+1i:i<jiev|) 
iEV jeNd — z 
Stąd 
ETy(Nn) <  ŁievP|Nn> li] =< ETV(Nn +1), 
E(Ty(Nn))? < E(Diev I[Nn > i)? < E(Tv(Na) + 1)”, 
Zev P[Nn >i =< BIN, +1), 
E(Niev [Na > |)” < PAN "es alls 


W dowodzie Wniosku 5.2 połóżmy odpowiednio w punktach (a) i (b) 


Ani = 


jeśli 1 <i<n, 
poza tym 


Ei, 
0, 


OTAZ Ani = Eni Ponadto z Lematu 5.1 oraz Twierdzenia 1.4: 


-ODS i 


iEV,i<n 


OR Ga 


żEV 


BTy(|n|) = O(|n| log? |n|), 
= O(n” logi? In|), 


< 20(7_$n.)77. 


żEV 


96 


Bibliografia 


10 


11 


12 


M. Atlagh and M. Weber. Le théoreme central limite presque str. Ezpositiones 
Mathematicae, 18(2):097—126, 2000. 


L. E. Baum and M. Katz. Convergence rates in the law of large numbers. 
Transactions of the American Mathematical Society, 120(1):108—123, 1965. 


L. E. Baum, M. Katz, and H. Stratton. Strong laws for ruled sums. The 
Annals of Mathematical Statistics, 42(2):625—629, 1971. 


L. E. Baum and H. Stratton. Visitations of ruled sums. Transactions of the 
American Mathematical Society, 182:403—430, 1973. 


I. Berkes. Results and problems related to the pointwise central limit theorem. 
In Asymptotic Methods in Probability and Statistics, pages 59-96. Elsevier, 
1998. 


I. Berkes and E. Csáki. A universal result in almost sure central limit theory. 
Stochastic Processes and Their Applications, 94(1):105-134, 2001. 


J. Bernoulli. Ars conjectandi. Impensis Thurnisiorum, fratrum, 1713. 


H. Brunk et al. The strong law of large numbers. Duke Mathematical Journal, 
15(1):181-195, 1948. 


I. Fazekas and O. Klesov. A general approach to the strong law of large 
numbers. Theory of Probability & Its Applications, 45(3):436—449, 2001. 


I. Fazekas and Z. Rychlik. Almost sure functional limit theorems. Ann. Univ. 
Mariae Curie-Sktodowska Sect. A, 56(1):1-18, 2002. 


I. Fazekas and Z. Rychlik. Almost sure central limit theorems for random 
fields. Mathematische Nachrichten, 259(1):12-18, 2003. 


A. M. Gdula and A. Krajka. On the complete convergence of randomly weigh- 
ted sums of random fields. Demonstratio Mathematica, Vol. 47, nr 1:232—252, 
2014. 


97 


MPWL dla sum zmiennych losowych i pól losowych Agnieszka Gdula 


[13] 


[14] 


[15] 


[16] 


[17] 


18 


19 


20 


21 


22 


23 


24 


[25] 


A. M. Gdula and A. Krajka. Strong law of large numbers for random variables 
with multidimensional indices. Probability and Mathematical Statistics, Vol. 
37, Fasc. 1:185—199, 2017. 


A. M. Gdula and A. Krajka. Almost sure central limit theorems for sums of 
a randomly chosen multiindex field. (in print in Publicationes Mathematicae 
Debrecen), 2021. 


A. M. Gdula and A. Krajka. The strong law of large numbers for sums 
of randomly chosen identically distributed random variables. (submitted to 
Periodica Mathematica Hungarica), 2021. 


A. M. Gdula and A. Krajka. The strong law of large numbers for sums of 
randomly chosen random variables. (in print in Lithuanian Mathematical 
Journal), 2021. 


A. Gut. Marcinkiewicz laws and convergence rates in the law of large numbers 
for random variables with multidimensional indices. The Annals of Probabi- 
lity, 6(3):469-482, 1978. 


A. Gut. Strong laws for independent identically distributed random variables 
indexed by a sector. The Annals of Probability, 11(3):569-577, 1983. 


A. Gut. Stopped random walks. Springer, 2009. 


A. Gut and A. Spataru. Precise asymptotics in the Baum—Katz and Davis 
laws of large numbers. Journal of Mathematical Analysis and Applications, 
248(1):233—246, 2000. 


J. Hajek and A. Rényi. Generalization of an inequality of Kolmogorov. Acta 
Mathematica Academiae Scientiarum Hungarica, 6(3-4):281-283, 1955. 


P. Hall and C. C. Heyde. Martingale limit theory and its application. Academic 
press, 2014. 


J. Hoffmann-Jorgensen. Sums of independent banach space valued random 
variables. Studia Mathematica, 52(2):159-186, 1974. 


P.-L. Hsu and H. Robbins. Complete convergence and the law of large num- 
bers. Proceedings of the National Academy of Sciences of the United States 
of America, 33(2):25, 1947. 


T.-C. Hu, A. Rosalsky, and A. Volodin. On convergence properties of sums 
of dependent random variables under second moment and covariance restric- 
tions. Statistics & Probability Letters, 78(14):1999-2005, 2008. 


98 


MPWL dla sum zmiennych losowych i pól losowych Agnieszka Gdula 


[26] 


[27] 


[28] 


29 


30 


31 


32 


33 


[34] 


35 


36 


37 


38 


39 


T.-C. Hu and R. Taylor. On the strong law for arrays and for the bootstrap 
mean and variance. International Journal of Mathematics and Mathematical 
Sciences, 20(2):375-382, 1997. 


T.-C. Hu and N. C. Weber. A note on strong convergence of sums of dependent 
random variables. Journal of Probability and Statistics, 2009, 2009. 


K.-H. Indlekofer and O. Klesov. Strong law of large numbers for multiple 
sums whose indices belong to a sector with function boundaries. Theory of 
Probability 6 Its Applications, 52(4):711-719, 2008. 


R. Jajte. On the strong law of large numbers. Annals of probability, pages 
409-412, 2003. 


F. Jonsson. Almost sure central limit theory. http://www .diva-portal. 
org/smash/get/diva2:304483/FULLTEXTO01.pdf, 2007. 


A. Khinchine. Sur la loi des grands nombres. Comptes rendus de l’Académie 
des Sciences, 189:477—479, 1929. 


O. Klesov. Limit theorems for multi-indexed sums of random variables, volu- 
me 71. Springer, 2014. 


O. Klesov and Z. Rychlik. Strong law of large numbers on partially orde- 
red sets. Theory of Probability and Mathematical Statistics, 58:35—42, 1999. 
[english translation of Teor. Imovirnost. ta Mat. Statyst. 58, 31-37 (1998)]. 


O. I. Klesov. Strong law of large numbers for multiple sums of independent, 
identically distributed random variables. Mathematical notes of the Academy 
of Sciences of the USSR, 38(6):1006-1014, 1985. 


A. N. Kolmogorov. Sur la loi forte des grands nombres. Comptes rendus de 
l’Académie des Sciences, 191:910-912, 1930. 


M. Ledoux and M. Talagrand. Probability in Banach Spaces: isoperimetry and 
processes. Springer Science & Business Media, 2013. 


M. Loeve. Elementary probability theory. In Probability theory I, pages 1-52. 
Springer, 1977. 


A. I. Martikainen and V. V. Petrov. On a theorem of Feller. Theory of 
Probability & Its Applications, 25(1):191-193, 1980. 


G. Matheron. Random Sets and Integral Geometry. J.Wiley, New York, 1975. 


99 


MPWL dla sum zmiennych losowych i pól losowych Agnieszka Gdula 


[40] 


41 


42 


43 


50 


51 


52 


P. Matuła. A note on the almost sure convergence of sums of negatively 
dependent random variables. Statistics 68 Probability Letters, 15(3):209-213, 
1992. 


I. Molchanov and I. S. Molchanov. Theory of random sets, volume 19 (2). 
Springer, 2005. 


H. T. Nguyen. An introduction to random sets. CRC press, 2006. 


C. Noszóaly and T. Témacs. A general approach to strong laws of large numbers 
for fields of random variables. In Annales Univ. Sci. Budapest Eötvös Sect. 
Math, volume 43, pages 61-78, 2000. 


V. V. Petrov. On the order of growth and sums of dependent variables. 
Teoriya Veroyatnostei i ee Primeneniya, 18(2):358-361, 1973. 


V. V. Petrov. Sums of independent random variables, volume 82 of Ergebnisse 
der Mathematik und ihrer Grenzgebiete. Academie Verlag, Berlin, Heidelberg, 
1975. Tłumaczenie: Ilempoe B.B., Cymm Hesaeucumiaz Cayuaŭnas Beauwun, 
Mockea, 1972, Hayka. 


A. Rosalsky and G. Stoica. On the strong law of large numbers for identically 
distributed random variables irrespective of their joint distributions. Statistics 
6 Probability Letters, 80(17-18):1265-1270, 2010. 


H. P. Rosenthal. On the subspaces of L?(p > 2) spanned by sequences of 
independent random variables. Israel Journal of Mathematics, 8(3):273—303, 
1970. 


R. J. Serfling. Moment inequalities for the maximum cumulative sum. The 
Annals of Mathematical Statistics, pages 1227-1234, 1970. 


A. N. Shiryayev. Selected works of AN Kolmogorov: Volume II probability 
theory and mathematical statistics, volume 26. Springer Science & Business 
Media, 1992. 


S. H. Sung. Complete convergence for weighted sums of random variables. 
Statistics & probability letters, 77(3):303-311, 2007. 


D. Szasz and B. Freyer. On the sums of a random number of random variables. 
Lithuanian Mathematical Journal, 11(1):181-187, 1971. 


H. Teicher. Strong laws for martingale differences and independent random 
variables. Journal of Theoretical Probability, 11(4):979-995, 1998. 


100 


MPWL dla sum zmiennych losowych i pól losowych Agnieszka Gdula 


[53] E. T. Whittaker and G. N. Watson. A course of modern analysis: an intro- 
duction to the general theory of infinite processes and of analytic functions; 


with an account of the principal transcendental functions. University Press, 
1915. 


101 


